Documentace knihovny flows

Pavel Klavik

zapoctovy program k NPRG030 ZS 2007/08

Obsah

1 Teoreticky pohled na toky v siti 1
1.1 Zavedeni maximélniho toku . . . . . .. .. ... ... ... ... 1
1.2 Ford-Fulkersonfiv algoritmus. . . . . . . .. .. ... .. ... .. 2
1.3 Dinictv algoritmus a Algoritmus t¥fi Indd . . . . . . . ... ... 4
1.4 Goldbergtuv algoritmus . . . . . . ... ... L oL 5

2 Vnéjsi rozhrani knihovny 6
2.1 Napojeni knihovny na program . . . . .. ... ... ... .... 6
2.2 Funkce propracisdaty . ... ... .. ... ... ... 7

2.2.1 Funkce flowsload_graph . . . . .. ... ... ... .. .. 7
2.2.2  Funkce flows_free_graph . . . .. ... ... ... . ... 7
2.2.3 Funkce flows_get flowedges . . . . .. .. ... ... ... 7
2.2.4  Funkce flowsclean flow . ... .. ... ... ... .... 8
2.2.5  Funkce flows_verify flow . . . .. ... ... ... .. ... 8
2.2.6  Funkce flows_minimal cut . . . .. ... ... ... .... 8
2.3 Funkce algoritmai . . . . . ... ... oo 9

3 Vnitfni fungovani knihovny 9
3.1 Datova struktura flows_graph a jeji podstruktury . . . . ... .. 9
3.2 Ford-Fulkersontv algoritmus . . . . . . .. ... ... ....... 10
3.3 Diniciv algoritmus a Algoritmus tfi Inda . . . . . .. ... ... 10
3.4 Goldberguv algoritmus . . . . . ... ... 10
3.5 Cobychtélopredélat . . . . . . .. ... ... 11

4 Demonstrace pouziti knihovny 11
4.1 Hledani maximalniho toku v uzivatelem zadané siti . . . . . . . . 11
4.2 Autoverifikace knihovny a porovnani rychlosti . . . . . . ... .. 12
4.3 Maximalni parovani v bipartitnim grafu . . . ... .. ... ... 12



1 Teoreticky pohled na toky v siti

1.1 Zavedeni maximalniho toku

Piedstavme si, Ze mame potrubni sif. Takova sit se sklddd z jednosmérnych
trubek, kterymi voda miiZe téci jenom jednim smérem, a uzla. Uzel je misto, kde
se sit vétvi a setkdvaji se tam konce trubek. Kazd4 trubka ma svoji pritokovou
kapacitu, tedy kolik litrt vody ji mtize protéct za uréity éasovy okamzik. Zadnym
zplusobem nemutzeme tuto kapacitu pfekrocit. Zaroven je sif dobfe utésnéna,
tedy kdyz do libovolného uzlu ptitece urcité mmnozstvi vody, pfesné tolik také
odtece (podobné uvniti trubky se nic nikde neztrati).

V siti budeme mit dva vyznamné uzly, fikejme jim zdroj (oznacuje se s z an-
glického source) a spotrebic¢ (¢t jako target). Zdroj je schopny do sité vpustit
libovolné velké mnozstvi vody a spotfebic¢ je schopen naopak libovolné mnoz-
stvi pohltit (spotfebovat). Aby naSe sit byla zajimava, necht je zdroj riizny od
spotiebice. Ukazka sité je na obrazku 1.

Tok je ohodnoceni trubek (hran), které ¥ika, kolik litri jimi protékd. Musi
viak spliiovat dvé podminky. Zadnou trubkou neteée vice, nez je jeji kapacita
(a pochopitelné minimalné nula). Druhd podminka fika, Ze co do vrcholu pfi-
teCe, to také odtece, ovsem s vyjimkou zdroje a spotfebice. Velikost toku si lze
definovat t¥eba jako pocet litri, které vytékaji ze zdroje minus pocet litri, které
zpét pritékaji.

Mazimadalni tok je potom zjevné takovy, jehoz velikost je maximéalni. Na ob-
razku 1 vpravo je vyznacen maximalni tok v siti. A pravé acelem této knihovny
je hleddni maximalniho toku v siti.

S toky v siti souvisi na prvni pohled dosti odlisny pojem 7ez grafu. Rez je
vérny svému jménu a mizeme si ho predstavit tak, Ze graf rozfizneme podél
nékterych hran. Tim rozdé€lime vrcholy grafu na dvé skupiny, formalné je tedy
fez néjakad podmnozina vrcholii grafu. Rez lze také popsat pomoci rozfiznutjch
hran, to jsou ty hrany, které spojuji vrcholy dvou rtznych skupin. V dalsim
textu, pokud nebude uvedeno jinak, vidy uvazujme fez takovy, ze zdroj je
v jedné skupiné (ozna¢me si ji A) a spotfebi¢ ve druhé (A’). Takovému Fezu
se k4 tokovy fez. Hrany Fezu také mlizeme rozdélit na hrany vedouci vlevo (to
jsou ty ze skupiny A do skupiny A’) a hrany vpravo (které vedou naopak z A’
do A).

Kapacitou Tezu se mysli soucet kapacit hran vedoucich vlevo. Minimdlni vez
je takovy fez, jehoz kapacita je minimalni. Také se hodi zavést si velikost toku

Obrézek 1: Vlevo je sif a vpravo vyznaceny maximélni tok.



pres Tez. Je to soucet toho, co protékd smérem vlevo minus to, co tece vpravo.
Z vyse uvedenych pojmua plynou dvé pékna pozorovani:

@ Velikost toku pres libovolny tokovy Fez je stejna. Nami zavedend
velikost toku je velikost toku pfes fez, kde skupinu A tvorfi jenom zdroj.
Naopak velikost toku pfes ez, ktery neni tokovy, je nulova.

@ Velikost toku pres libovolny fez je mensi nez kapacita libovol-
ného fezu. Nabizi se na prvni pohled netrividlni otazka, zda nékdy muze
nastat rovnost? Ano, pokud tok je maximalni a fez miniméalni. Dokonce
plati, Ze pokud nalezneme maximalni tok, tak mame také minimalni fez,
tedy algoritmus na hledani maximéalniho toku je samoverifikacni.

Hledani maximéalniho toku mé velice pékné aplikace a fada i velice odlis-
nych tloh se na néj neché prevést. Napriklad mizeme pracovat s zeleznic¢ni siti.
Uzly budou néadrazi a trubky budou vlakové spoje. Kapacita trubky pak bude
maximalni pocet pasazerti, ktery jsme schopni piepravit. Velikost maximéalniho
toku pak bude pocet pasazérii, které jsme schopni pfepravit od zdroje ke spotie-
bi¢i. Pomoci hledani maximéalniho toku lze vSak fesit odlisnéjsi tlohy, naptiklad
maximalni parovani v bipartitnim grafu. Vice informaci o aplikacich toku je
v kapitole 4.

Zbyva ovSem vyresit problém nejvétsi, tedy jak budeme maximalni tok hle-
dat. Hleddni maximalniho toku je problém feSitelny v polynomidlnim case i
paméti. Popisme si bez dikazu hlavni myslenky rtzné efektivnich algoritmu.

1.2 Ford-Fulkersonuv algoritmus

Zavedme si nejprve nékolik pojmil. Rezervou hrany myslime rozdil jeji kapacity
a toho, co skrz ni uz protéka. Potom zlepsujici cesta je cesta vedouci ze zdroje
do spottebice, jejiz vSechny hrany maji kladnou rezervu. Po takové cesté tedy
jesté mizeme poslat minimum z rezerv jednotek vody a vytvorime tak lepsi tok.

Co kdybychom maximalni tok v siti zkusili hledat hladové? Tedy dokud exis-
tuje zlepsujici cesta ze zdroje ke spotiebici, posleme po ni, co se da. Pokud neni,
nalezli jsme maximalni tok. Tento algoritmus vSak nefunguje a je jednoduché
nalézt protipfiklad. Staéi si vzit sit z obrazku 1 s kapacitami vSech hran rov-
nymi jedné. Pokud budeme mit smiilu a jako prvni blokujici cestu si zvolime tu
vyuzivajici mezihranu smérem dold, zablokujeme si obé& cesty (horni i dolni) a
nenalezneme tak maximéalni tok.

Ford-Fulkersonuv algoritmus pfichazi s jednoduchou tpravou. Zlepsujici ces-
ta mize vést i proti sméru hrany. Rezerva takové hrany je pak rovna velikosti
toku pres ni a pokud se rozhodneme pies ni poslat zlepsujici cestu, tok pfes ni
naopak snizujeme. Pro lepsi predstavu se podivejte na obrazek 2. Nejprve vede
zlepsujici cesta pres vrchol x do y a posleme pfes ni 5 jednotek. Poté jsme nalezli
podle vyse uvedeného pravidla zlepsujici cestu pres y do x, po které muzeme
poslat 3 jednotky. AvSak tok po hrané z x do y se nezvysi, ale naopak z = do
y posleme o 3 jednotky méné, tedy zbudou pouze 2. Vsimnéme si, ze jsme tim
neporusili ani jednu z podminek toku. Vse nyni funguje spravné.
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Obréazek 2: Zlepsujici cesta proti sméru hrany.

Nasleduje nékolik pozorovani o Ford-Fulkersonové algoritmu:

@ Pro racionalni kapacity se Ford-Fulkersonuv algoritmus zastavi.
S kazdou zlepsujici cestou totiz zvétsSime velikost toku alespori o jednicku
(pro celodiselné kapacity, raciondlni prosté pfendsobime na celo¢iselné),
tedy po koneéné mnoha krocich nenajdeme zadnou zlepsujici cestu. Tedy
algoritmus dobéhne v konec¢ném case.

@ Algoritmus ndm soucasné najde minimalni ¥ez roven nalezenému
toku, tim je tedy dokdzéna jeho spravnost. Necht se Ford-Fulkersontv
algoritmus zastavil. Podivejme se na fez tvofeny vSemi vrcholy, pro které
existuje zlepsujici cesta ze zdroje. Zjevné zdroj tam lezi a naopak spotiebic
ne (jinak by se algoritmus nezastavil). Potom hrany fezu maji vSechny
nulovou rezervu (a tedy velikost fezu je rovna velikosti toku), protoze
jinak by to byl spor se zvolenym fezem, $lo by tam vrchol ptidat.

@ V siti s celodislenymi kapacitami ndm algoritmus nalezne celoéiselny
maximélni tok, protoze béhem vypoctu se nikdy necelociselny tok nevy-
tvori.

A jak budeme hledat zlepSujici cestu? Prosté projdeme graf do $ifky. Prvni
nalezenou zlepsujici cestu, kterd je soucasné nejkratsi, pouzijeme. Tento algo-
ritmus ma specialni nazev Edmonsuv-Karptv algoritmus. Lze dokazat, ze pri
tomto postupu vybirani cest neni ¢asova slozitost shora zavisld na hodnotach
kapacit hran (tedy mtizeme si jenom pomoci). Asymptotickd ¢asové slozitost
algoritmu je O(NM?), pamétova O(N + M), kde N je pocet vrcholi a M je
pocet hran. Jeho implementace neni obtizna.

1.3 Dinicuv algoritmus a Algoritmus tii Inda

Dinictiv algoritmus je zalozen na principech Ford-Fulkersonova algoritmu a pii-
chézi s nasledujici myslenkou. Nebudeme se snazit pridavat pouze zlepSujici
cesty, pfiddme najednou celé zlepsujici toky. Tim si urcité spravnost algoritmu
nepokazime. Jaké toky vsSak pridavat? Urcité by mély byt lepsi jak zlepsujici
cesta, ale zase to nemize byt maximalni tok. Vhodnym kompromisem je tak-
zvany blokujici tok. Blokujici tok je to, co bychom dostali pfi pouziti Ford-
Fulkersonova algoritmu bez prochazeni hran v protisméru. Navic aplikujeme
tento postup na rozvrstvenou a zaciSténou sit.

Co je to rozurstvend sit? Vzdy nalezneme priichodem do §itky nejkratsi zle-
pSujici cestu. Rozvrstvena sit bude sit, jejiz vrstvy budou tvoreny vrcholy, které



Obréazek 3: Rozvrstvend a zacisténd sit — zde probiha vypocet.

jsou stejné daleko do zdroje po nejkratsi zlepsujici cesté. A protoze chceme v ta-
kové siti hledat zlepsujici cestu hladové, potfebujeme si ji udrzovat zacisténou.
To znamené, Zze odmazeme vSechny vrcholy nulového vystupniho ¢i vstupniho
stupné (a to ndm miZe vytvofit nové, proto proces zacistovani pokracuje, do-
kud takovy vrchol v siti existuje. Vrcholy nulového vstupniho stupné€ se vlastné
ani nemusime zabyvat, do nich se nikdy pfi hladovém prochézeni siti nemtzeme
dostat. P¥i zvyseni toku o zlepsujici cestu ndm mohou hrany zaniknout (uz
jsme po nich poslali co §lo), proto musime déle sif priubézné zacistovat. Ukdzku
rozvrtvené a zacisténé sité naleznete na obrazku 3.

Spravnost Dinicova algoritmu plyne ze spravnosti Ford-Fulkersona. Navic
pro néj plati nékolik zajimavych véci:

@ Zacdistovani sité lze vyrazné zjednodusit. Dokazeme ho provadét pri
prochéazeni do hloubky. Prosté jdeme rovnou za nosem ke zdroji a kdyz
skonc¢ime ve slepé ulicce, tak se budeme vracet zpatky a soucasné cestu
umazavat.

@ Délka nejkratsi zlepSujici cesty vzroste po kazdém pfidani zlepsuji-
ciho toku. Z toho plyne velice pékna casova slozitost algoritmu, asympto-
ticky O(N2M) a pro fadu grafovych tiid se chova mnohem lépe.

Algoritmus t¥1 Indt je upraveny Dinictiv algoritmus, vymysleli ho Malhotra,
Kumar a Maleshwari a umoziiuje ndm hledat blokujici tok v ¢ase O(N?) (oproti
vySe uvedené implementaci Dinicova algoritmu v ¢ase O(NM)).

Pro kazdy vrchol rozvrstvené sité si spocteme jeho vstupni a vystupni rezervy
a v prubéhu vypoctu si je budeme udrzovat aktualizované. Rezervou vrcholu pak
bude minimum z téchto dvou hodnot.

Blokujici tok pak hledame tak, ze vzdy vezmeme vrchol s nejmensi rezervou
a protlac¢ime pres néj tuto rezervu od zdroje ke spotfebici. Protlaceni udélame
nejprve od zdroje k nému rekurzivné, Ze si vezmeme dostatek jeho predchtidcti
v nizsi vrstveé a pres kazdy posleme dost velky tok, aby soucet dal onu rezervu.
Takto postupujeme po vrstvach az ke zdroji, podobné to udélame se spotie-
bi¢em. Protlaceni projde pravé proto, Ze protlacujeme minimalni rezervu, tedy
nemiizeme se v zadném vrcholu zaseknout. Na konci vypoctu pak vymazeme vr-
choly, jejichz rezerva klesla na nulu, sif zacistime a pokracujeme, dokud existuje
vrchol s kladnou rezervou. Vysledkem je nalezeny blokujici tok.

Casové slozitost Dinicova algoritmu v kombinaci s Algoritmem t¥i Indd je
pouze O(N?3).



1.4 Goldbergiv algoritmus

Posledni algoritmus je mnohem jednodussi nez Dinictv, pfesto je nejrychlejsi. Je
zalozeny na zcela odlisnych principech. Snazime se cely maximéalni tok postupné
prevadét od zdroje ke spotfebici. Nejprve si budeme muset definovat nékolik
pojmu, pak si popiSeme, jak algoritmus funguje.

Prebytek vrcholu je rozdil toho, co do néj pritece a toho, co z néj vytece.
V pripadé toku musi byt prebytek ve vSech vrcholech vyjma zdroje a spotiebice
(ozna¢me takovy vrchol jako vnitini) nulovy. Definujme si obecnéjsi pojem nez
tok. Vina je stejné jako tok ohodnoceni hran. Stejné jako tok musi splinovat
podminku o kapacité hran, ale stac¢i nam, aby prebytek v libovolném vnitfnim
vrcholu byl nezdporny. Vlna je tokem pravé tehdy, kdyz prebytek v libovolném
vnitinim vrcholu je nulovy.

V kazdém kroku vypoc¢tu budeme pracovat s vlnou, na konci vypoctu nam
z ni vznikne tok. Myslenka je takova, ze si vzdy zvolime néjaky vrchol s pre-
bytkem a pokusime se prebytek pfevést na jeho sousedy. K tomu, aby se nam
vypocet nezacyklil, vyuzivame vysky vrcholu. Kazdému vrcholu ptifadime jedno
prirozené cislo, které bude jeho vyskou. Obecny princip prevadéni prebytka je
ten, ze voda teCe pouze z kopce, proto lze prebytek prevadét pouze z vrcholu
s vys$si vyskou do vrcholu s nizsi vyskou. Proto, kdyz se chceme zbavit prebytku
v né&jakém vrcholu, tak nalezneme néjakého nize polozeného souseda s rezervou.
Pokud takovy neni, zvysime vysku vrcholu o jedna.

Algoritmus funguje nasledovné. Na zacatku nastavime vysku vsech vrchola
nulovou, zdroj umistime do vysky N (kde N je pocet vrcholi grafu) a po vSech
hranédch ze zdroje poSleme, co se d4 (¢imz v sousednich vrcholech vytvofime
prebytky). V kazdém kroku vezmeme vrchol s pfebytkem v, jehoz vyska je nej-
vyssi (to je heuristika, algoritmus funguje rychleji), a podivame se na vSechny
z néj vedouci hrany s kladnou rezervou (to jsou ale i na hrany do néj vedouci,
pokud uZz po nich néco teée). Pokud existuje hrana s kladnou rezervou, kterd
vede z kopce (tedy vrchol v je vySe nez druhy vrchol této hrany), pak po ni
posleme minimum z jeji rezervy a prebytku ve vrcholu a pfislusné poupravime
prebytky. Pokud takovd hrana neexistuje, zvedneme vysku vrcholu v o jedna
nad minimum z vysSek sousednich vrcholti, do nichz vedou hrany s kladnou re-
zervou. Mohli bychom sice zvysit vysku pouze o jedna, ale toto nam uSetii
opakované zvedani vysky nejvyssiho vrcholu a po kazdé operaci zvednuti vysky
bude nasledovat operace poslani prebytku.

Nasleduje nékolik zajimavych, ne tplné trividlnich, pozorovani:

@ Kdykoliv posilame piebytek po hrané, spad hrany je roven 1. To
nam umoznuje naprogramovat prevedeni piebytku v konstantnim case.
Také nam to umoznuje dokazat nasledujici pozorovani.

@ Maximalni vyska vrcholu je rovna 2N. Pokud by tomu tak totiz
nebylo, posilali bychom nékdy ptrebytek po spadu vétsim jak 1.

@ Goldberguv algoritmus ma nejlepsi ¢asovou slozitost. Pokud pouzi-
jeme vyse zminovanou heuristiku, kdy se zbavujeme prebytki vzdy v nej-
vyse polozeném vrcholu, potom ¢asova slozitost je O(N2v/ M), coz pro



husté grafy nam davé stejné jako Algoritmus t¥i Indéi O(N3), ale pro
fidké lepsi ¢asovou slozitost O(N2).

@ Jeho implementace je velice jednoducha ve srovnani s ostatnimi
algoritmy.

2 Vnéjsi rozhrani knihovny

Knihovna slouzi k hleddni maximalniho toku v siti. VSechny algoritmy maji
to omezeni, Ze kapacity hran musi byt celoc¢iselné. Knihovna predpoklada, ze
vstupni data budou v korektnim formatu, nejsou dodateéné verifikovana. Kni-
hovna obsahuje vlastni datové typy a funkce. VSechny maji v nazvu prefix
flows_. Datova struktura flows_graph obsahuje vsechny informace o grafu
(pocet vrcholt, hran, stupné jednotlivych vrcholl, popis jednotlivych hran, i in-
formace o nalezeném toku). Funkce se déli na dva typy: funkce pro praci s daty
a vlastni funkce algoritmu pro hledani maximalniho toku.

2.1 Napojeni knihovny na program

Knihovna je psana v jazyku C a jeji integrovani do programu je velice jednodu-
ché. Vsechny soubory knihovny nakopirujte do adresafe a do programu vlozte
nasledujici radek:

#include "flows.h"

To prilinkuje hlavicky funkci a datové struktury knihovny. Dale je nutné
pri kompilaci zkompilovat soubory knihovny a pripojit je ke kompilovanému
programu. Ukazky vyuziti knihovny jsou v kapitole 4.

2.2 Funkce pro praci s daty

Funkce pro préaci s daty umoznuji nacitani informaci o grafu do pameéti, jejich
uvoliiovani, vyprazdnéni toku a ziskani velikosti toku pfes jednotlivé hrany.
2.2.1 Funkce flows_load_graph

Na zacatku programu je potieba zavolat funkci flows_load_graph, kterd ma
néasledujici syntaxi:

flows_graph* flows_load_graph(int N, int M, int* edges,
int source, int target);

Funkce mé nésledujici parametry. Parametr int N je pocet vrcholu grafu,
parametr int M je pocet hran, int* edges je ukazatel na prvni prvek pole
délky 3M integert, kazda trojice (u,w,c) odpovidd jedné hrané v grafu, kterd
vede z vrcholu u do vrcholu w a méa kapacitu c. Posledni dva parametry jsou



¢islo vrcholu, ktery je v siti zdrojem (int source), a &islo vrcholu, ktery je
spotfebiem (int target). Vrcholy jsou ¢islovany od nuly do N — 1.

Funkce vraci ukazatel na datovou strukturu flows_graph, kterou v paméti
alokovala. P¥i nacitani nejprve z grafu odstrani multihrany pomoci matice sou-
sednosti. Pfi tom se ztrati veSkeré informace o nich, multihrany splynou do
jedné hrany, jejiz kapacita bude rovna souctu kapacit vSech hran. Poté projde
graf do sitky od zdroje ke spotiebici, zahodi vSechny neperspektivni vrcholy a
hrany. Pro takto zacistény graf spoc¢ita stupné vrcholt, alokuje pamét a infor-
mace o grafu zapiSe do struktury flows_graph, jejiz ukazatel vrati. Pamétova
i ¢asova naro¢nost funkce je rovna O(N? + M).

2.2.2 Funkce flows_free_graph

Pfi ukonceni prace s knihovnou je potfeba zavolat funkci flows_free_graph,
ktera se stara o uvolnéni datové struktury flows_graph z pameéti. Tato funkce
mé nasledujici syntaxi.

void flows_free_graph(flows_graph* graph) ;

Jejim jedinym parametrem flows_graph* graph je ukazatel na strukturu
flows_graph, kterou chceme uvolnit z paméti.

2.2.3 Funkce flows_get_flow_edges

Tato funkce se pouziva pro ziskani nalezeného toku, protoze funkce na nacteni
grafu flows_load_graph ofezala vrcholy a hrany a hrany pfecislovala. Funkce
ma nasledujici syntaxi.

int flows_get_flow_edges(flows_graph* graph, int* edges);

Prvni parametr funkce flows_graph* graph je ukazatel na datovou struk-
turu flows_graph, kde jsou ulozené informace o siti a toku. Druhy parametr
int* edges je ukazatel na prvni prvek alokovaného pole velikosti M (kde M je
puvodni velikost grafu, ktery byl pfedan na vstupu funkci flows_load_graph).
Do tohoto pole se ulozi velikostu toku pres jednotlivé hrany.

2.2.4 Funkce flows_clean_flow

Tato funkce se pouziva uvniti algoritmt na hledani maximalniho toku, pokud
jejich parametr int clean je roven 1. Vynuluje vSechny nalezené hodnoty toku.
Neékdy vsak muze byt uzitecné nastavit néjaky pocatecni tok, tehdy ale algo-
ritmy nezaruci, ze naleznou tok maximéalni. Syntaxe funkce je néasledujici:

void flows_clean_flow(flows_graph* flow);

Jeji jediny parametr flows_graph* flow je ukazatel na datovou strukturu
flows_graphx, jejiz hodnoty toku chceme vynulovat.



2.2.5 Funkce flows_verify _flow

Funkce ovéri, zda nalezeny tok spliiuje podminky toku. Kazdy tok musi splio-
vat: 0 < f < ¢ pro kazdou hranu, soucet tokti na vstupujicich hranach roven
souctu toki na vystupujicich hranach pro kazdy vrchol vyjma zdroje a spotie-
bice a velikost toku je spravné urcena, tedy tolik odchézi ze zdroje a prichazi
do spotfebice. Syntaxe je nasledujici:

int flows_verify_flow(flows_graph* graph);

Jediny parametr flows_graph* graph je ukazatel na datovou strukturu se
siti a nalezenym tokem. Navratovd hodnota je 1, pokud tok spliuje vSechny
podminky, jinak se na stdout vypise chybova zprava a navratova hodnota je
rovna 0.

2.2.6 Funkce flows_minimal_cut

Tato funkce nalezne v siti s nalezenym maximalnim tokem pfislusny minimalni
fez. Tato funkce je verifikac¢ni, kontroluje spravnost algoritmi na hledani maxi-
malniho toku. V soucasné verzi predpokladd, ze nalezeny tok je korektni. Na-
lezne ndm velikost fezu tvoreného vrcholy, do nichz existuje zlepsujici cesta ze
zdroje. Ma tuto syntaxi:

int flows_minimal_cut(flows_graph* graph);

Jediny parametr flows_graph* graph je ukazatel na datovou strukturu se
siti a nalezenym tokem. Navratova hodnota je velikost minimalniho fezu.

2.3 Funkce algoritmi

Vsechny funkce algoritmi maji stejnou syntaxi, lisi se pouze jménem. Obecna
syntaxe algoritmu je:

void jmeno_algoritmu(flows_graph* graph, int clean);

Prvni parametr funkce flows_graph* graph je ukazatel na datovou struk-
turu flows_graph, ve které jsou uloZeny informace o siti. Druhy parametr
int clean je vétSinou nastaven na hodnotu 1 a fika, zda se maji vynulovat
hodnoty tokd uvnitt struktury flows_graph pfed vlastnim vypoctem maximal-
niho toku.

V knihovné jsou implementovany tyto funkce algoritmi:

void flows_ford_fulkerson(flows_graph* graph, int clean);
void flows_dinic(flows_graph* graph, int clean);

void flows_three_indians(flows_graph* graph, int clean);
void flows_goldberg(flows_graph* graph, int clean);

Implementuji Ford-Fulkersoniv algoritmus, Dinictv algoritmus, Algoritmus
t¥1 Indt a Goldbergtv algoritmus.



3  Vnitini fungovani knihovny

3.1 Datova struktura flows_graph a jeji podstruktury

Datova struktura flows_graph obsahuje veskeré informace o siti a toku v ni
nalezeném. Jeji prvky jsou nasledujici:

int N | pocet vrcholu grafu
int M | pocet hran osekaného grafu
int sourceM | pocet hran grafu ze vstupu knihovny
int s,t | cisla vrcholu, ktery je zdroj a ktery je spotfebic
int flowsize | velikost nalezeného maximéalniho toku
flows_edge* e | ukazatel na prvni prvek pole hran
flows_vertex* v | ukazatel na prvni prvek pole vrcholi

Datovéa struktura flows_edge obsahuje informace o jedné hrané. Jeji prvky
jsou nasledujici:

int u,w | hrana vede z vrcholu u do vrcholu w
int c¢ | kapacita hrany
int f | velikost toku pfes hranu
int snum | ¢islo, pod kterym byla predana flows_load_graph

Datovéa struktura flows_vertex obsahuje vSechny informace o vrcholu. Jeji
prvky jsou néasledujici:

int nin | pocet vstupnich hran
int nout | pocet vystupnich hran

int* in | pole s indexy vstupnich hran v poli flows_edge
int* out | pole s indexy vystupnich hran v flows_edge

Blizsi informace naleznete v souboru flows_data.h.

3.2 Ford-Fulkersonuv algoritmus

Implementace Ford-Fulkersonova algoritmu je pomérné pfimocara a je umisténa
v souboru flows_ford_fulkerson.c. Graf prochazime do Sirky, pokud nalez-
neme zlep$ujici cestu, posleme po ni, co se da. Pokud ne, prohlasime nalezeny
tok za maximalni. Na zavér jesté spocteme jeho velikost. Prochazeni do sitky
provadime pomoci fronty uvniti cyklu.

3.3 Dinictv algoritmus a Algoritmus t¥i Indu
Protoze jsou oba algoritmy velice podobné (oba potiebuji za¢isténou rozvrstve-

nou sit), jejich implementace je providdéna stejnou funkei a je umisténa v sou-

vvvvv
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jejich zdrojové kédy by bylo potieba znac¢né zjednodusit. Nejprve vyrobime roz-
vrstvenou a zac¢isténou sit (pomoci funkce net_layers). Pro Dinictv algoritmus
nam staci jednosmérna na prochazeni od zdroje ke spotiebici, pro tfi Indy po-
tfebujeme obousmeérnou. Déle vypocet probiha jiz oddélené.

V Dinicové algoritmu se o hledéni zlepsujicich cest stara rekurzivni funkce
find_path. Ta nalezne zlepsujici cestu, posle po ni, co se d& a zaroven se stara
o zadistovani sité. Pokud uZ neni zlepSujici cesta, mame zlepsujici tok. Poté
nalezneme novou rozvrstvenou sit.
se o néj nékolik funkci. Nejprve vzdy vypocteme rezervy jednotlivych vrcholt.
Poté vzdy najdeme vrchol s nejmensi rezervou (to déldme tim nejhloupéjsim
algoritmem, prosté projdeme vSechny). Pouzijeme funkci send_flow a piene-
seme rozvrstvenou siti dany pocet jednotek. Zaroven si priubézné dokladame do
fronty vrcholy k zacisténi, které provedeme na zavér ve funkci clean_queue.
Implementace tohoto algoritmu je vsak pfilis slozit4, bylo by potfeba ji zjedno-
dusit.

3.4 Goldberguv algoritmus

Tento algoritmus je ze vSech nejjednodussi a jeho implementace je ulozena v sou-
boru flows_goldberg.c. Pro kazdy vrchol si zde pamatujeme navic, v jaké je
vysce a jaky je v ném prebytek (pole typu overflow) a seznam z néj vychaze-
jicich hran s pfebytkem (pole typu edge). Déle si pro kazdou vyskovou hladinu
pamatujeme jednosmérny spojovy seznam vSech vrcholu s prebytkem, které v ni
lezi. Neprazdné vyskové hladiny mame usporadany opét ve spojovém seznamu.
Diky tomu nalezneme vrchol v nejvyssi vysce v konstantnim case. Pak projdeme
vSechny jeho sousedy. Bud nalezneme takového, do kterého mtiZeme poslat ¢ast
prebytku. Potom posleme a pfipadné vrchol umistime do o jedna nizsi vyskové
hladiny (pokud pfedtim nemél piebytek, tak v ni nebyl). To miZeme udélat,
protoze takovy vrchol musi lezet o jedna nize, jinak by byl moc velky spad.
Pokud takovy nenalezneme, tak jsme si pribézné pocitali nejmensi vysku jeho
souseda s kladnou rezervou, tak vrchol pozvedneme jesté o jedna vyse nad néj
(abychom operaci zvedani vysky nemuseli opakovat vicekrat).

3.5 Co by chtélo predélat

Hlavni problém zdrojovych kédu jednotlivych algoritmt je ten, Ze jsou zbytecné
dlouhé. Spravny krok by bylo nepochybné abstrahovat od detailt datové struk-
tury flows_graph, tedy napsat sadu funkci, jejichz pouzivanim by se kéd zkratil
a tim stal prehlednéjsim. Napiiklad velkym nedostatkem je dvoji implementace
nékterych ¢asti — jednou pro hrany vystupni a podruhé s drobnymi zménami pro
hrany vstupni. Ty se tykaji hlavné rozdilného pocitani rezerv hrany a ze jsou
ulozeny cilové vrcholy v riznych proménnych (jednou u a jednou w). Dalo by se
napsat pomérné jednoduchou sadu funkci, ktera by tyto véci délala automaticky
a v navrhu algoritmu bychom se o né uz nemuseli starat. Druhjm feSenim by
bylo prepracovat datovy névrh, nenapadlo mé vSak rozuméjsi fesenti.
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Zdrojovy kéd Goldbergova algoritmu by bylo potieba cely prepsat. Na nék-
terych grafech funguje velice pomalu, na jinych je srovnatelné rychly s ostatnimi
algoritmy. Nepodafilo se mi vSak objevit, v ¢em vézi problém.

Dalsi cast, na které by urcité chtélo zapracovat, jsou vstupy a vystupy
knihovny. Nejsou Uplné nejflexibilnégjsi a nevyhodou také je, Ze neni mozné sif
za chodu ménit, tedy pridavat ¢i odebirat vrcholy a hrany. Odebirani by slo
implementovat, pfidavani nikoliv. Zaroven nacitani grafu funguje kvili matici
sousednosti ve $patném ¢ase O(N?), coz pro Fidké grafy miize velice zhorsit ¢a-
sovou slozitost. Resenim by bylo hrany nejprve utfidit pfihradkovym t¥idénim,
poté zacistit a nakonec vytvorit graf. Toto FeSeni by fungovalo v ¢ase O(N + M).

UZite¢né by bylo také pridat verifikace vstupnich dat, pfipadné oznamit uzi-
vateli nalezenou chybu. Zatim se knihovna chovd podle zptisobu Garbage In
Garbage Out a pfenechéava veskerou verifika¢ni praci na programéatorovi.

4 Demonstrace pouziti knihovny

4.1 Hledani maximalniho toku v uZivatelem zadané siti

Prvni z demonstraci knihovny hled4 maximalni tok v uzivatelem zadané siti. Na
vstupu nacte pocet vrcholi N, pocet hran M, ¢islo zdroje s, ¢islo spotiebice ¢
a informace o jednotlivych hrandch (odkud, kam, jaka je jeji kapacita). Vrcholy
jsou ¢islovany od 0 do N — 1. Vystupem jsou najité toky jednotlivymi algoritmy.
Zdrojovy kéd programu se nachézi v souboru maxflow.c.

Nalezeny tok je pokazdé zkontrolovan a je k nému nalezena velikost prislu-
$ného minimélni fez. Program lze vyhodné kombinovat s programem valid,
protoze jeho vystup lze pouzit jako vstup.

4.2 Autoverifikace knihovny a porovnani rychlosti

Zdrojovy kéd programu se nachéazi v souboru valid.c. Tento program nejprve
nacte tfi Cisla ze stdin: pocet vrcholi sité, pocet hran sité a pocet testu t.
Nasledné provede t testl, v kazdém sestroji ndhodnou sif dané velikosti, poté
zavold jednotlivé algoritmy v poradi Ford-Fulkersoniiv algoritmus, Dinictiv algo-
ritmus, Algoritmus tii Indii a Goldbergtv algoritmus, u kazdého zméfi cas jeho
béhu v sekundach. Také testuje vystupy, to jak do spravnosti podminek toku,
tak je porovnava i navzajem a s nalezenym miniméalnim fezem k prislusnému
toku. Pokud objevi chybu, ozndmi to a je pfedcasné ukoncéen. Vystup, ve kte-
rém doslo k chybé, je ulozen do souboru valid.out. Pokud probéhne v poradku
vsech t testid, program vypise nalezené statistické vysledky. Tento program byl
velice efektivni pfi odstranovani chyb ve zdrojovych kddech algoritmi.
Nasleduje ukazka statistickych dat z béhu algoritmu:

$ ./valid (N=1000, M=75000, poZet=1000)
Stats:
Average N: 1000
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Average M: 72037.7

Average flowsize: 35254.1

Loading of graph: total 51.94s, 1.07076% of total time
Ford-Fulkerson: total 162.46s, 3.34916% of total time
Dinic: total 13.13s, 0.270679% of total time

Three Inds: total 19.97s, 0.411687% of total time
Goldberg: total 4603.27s, 94.8977%, of total time

4.3 Maximalni parovani v bipartitnim grafu

Prevedeni problému maximalniho parovani na maximalni toky v siti si predve-
deme na jednoduchém ptikladu.

Ulozka. V pohadkovém kralovstvi méli achovnici o strandch N a M a ne
ledajakou, byla cela ze syra. Jednoho dne se stala velikd pohroma, zla mys v ni
pres noc vykousala hromadu dér. Kdyz to kral vidél, napadla ho tato otazka: jak
rozmistit na tuto Sachovnici co nejvic vézi tak, aby se navzajem neohrozovaly.
Véz ohrozuje vsechna policka ve stejném fadku a sloupci, pokud mezi vézi a
timto polickem neni dira. A protoze si kral s timto problémem nevédél rady,
prenechal jeho feseni kralovskym informatikim. Dokézete jim pomoci?

Reseni. Ulohu vyfesime pomoci maximalniho parovani v bipartitnim grafu,
které poté prevedeme na hledani maximéalniho celoc¢iselného toku v siti. Nejprve
si popiSme, co je to maximéalni parovani v bipartitnim grafu a jak ho lze prevést
na hledani maximalniho celo¢iselného toku v siti.

Bipartitni graf je neorientovany graf, jehoz vrcholy jsou rozdéleny do dvou
skupin (podobné jako fez) a hrany vedou vzdy z jedné skupiny do druhé. V
dalsim textu zna¢me vrcholy jedné partity velkymi pismeny a vrcholy druhé
¢isly. Déle pdrovdni je néjakd podmnozina hran grafu takova, Ze zadné dvé
hrany nemaji spoleény vrchol. Mazimdlni pdrovdni je parovani takové, jehoz
velikost je maximalni. Na obrazku 4 vlevo je ukazka bipartitniho grafu, tucné
vyznacené hrany jsou parovani, a to dokonce maximéalni.

A jak prevedeme hledani maximalniho parovéani na hledéni celociselného
maximalniho toku? Vytvotime nésledujici sit. Hrany zorientujeme z levé partity
do pravé. Pfidame zdroj, ktery spojime hranami se vSemi vrcholy levé partity.
Pridame také spotifebic, do kterého vedou hrany ze vSech vrcholt pravé partity.
Kapacity vSech hran budou jednickové a hledame celoc¢iselny maximalni tok.
Hrany s kladnym tokem pak budou tvofit parovani. Vytvorena sit spolu se
svym maximéalnim tokem je na obrazku 4.

Na hledéni maximalnich tokt méme efektivni polynomidlni algoritmy, které
se navic pro podobné sité chovaji jesté lépe. Jesté je ale potfeba prevést pu-
vodni tlozku na hledani maximalniho parovani v bipartitnim grafu. Nejprve si
vytvorme bipartitni graf. Vezmeme Sachovnici, kazdy jeji sloupec je rozdélen
na nékolik, alespon jednu, ¢asti. Tyto ¢asti budou tvofit vrcholy levé partity.
Vsimnéme si, ze kdyz véz umistime do libovolné z téchto ¢asti, viibec neo-
hrozuje (vertikdlné) ¢asti ostatni. Podobné vrcholy pravé partity budou tvofit
¢asti radkt. Pro lepsi predstavu se podivejte na obrazek 5.
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Obrézek 4: Pirevod problému maximalniho parovani na maximalni tok.

Podivejme se nyni na libovolné policko Ssachovnice. To bude prisluset k pravée
jednomu vrcholu levé a pravé partity, tedy kazdé policko bude hrana v bipartit-
nim grafu. Jestlize se na néjaké policko rozhodneme umistit véz, potom uz do
dané casti fadku a casti sloupce nesmi prijit jina véz. Tedy libovolné neohrozu-
jici postaveni vézi odpovidd parovani v bipartitnim grafu. A protoZe hleddme
rozmisténi co nejvétsi, potfebujeme nalézt maximalni parovani. K Sachovnicim
na obrazku 5 odpovida bipartitni graf a z néj vytvorend sit na obrazku 4. A
rozmisténi vézi na obrazku 5 odpovida nalezenému maximélnimu parovani na
obrazku 4.

Tim jsme s teoretickym rozborem tlohy hotovy. Zdrojovy kéd demonstruji-
ciho programu je ulozen v souboru chess.c. Program vyuziva Dinictiv algorit-
mus, ktery pro takovouto specidlni sit funguje v ¢ase O(NM — K )%), kde N
a M je rozmér Sachovnice a K je pocet dér. Pfi dané implementaci nam nalezne
celodiselny tok. Vstup programu tvoii tii celd ¢isla N (8itka), M (vyska) a K a
poté K dvojic soufadnic dér (&islovano od 1 do N, resp. M). Vystupem je pocet
vézi a jejich rozmisténi, jak pomoci souradnic, tak i obrazek.

Obrazek 5: Rozdéleni Sachovnice na levou a pravou partitu a rozmisténi vézi.
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