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Motivace
[
Historie

Motto
Linearni algebra je uzite¢na formalizace geometrickych pojmé se
spoustou aplikaci.

e Pocatky souvisi s feSenim soustav linearnich rovnic a analyzou.
¢ Jména jako Leibnitz, Lagrange, Gauss, Sylvester, . ..
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Motto
Linearni algebra je uzite¢na formalizace geometrickych pojmé se
spoustou aplikaci.

e Pocatky souvisi s feSenim soustav linearnich rovnic a analyzou.
¢ Jména jako Leibnitz, Lagrange, Gauss, Sylvester, . ..

e Soucasna podoba z plilky 19. stoleti, v souvislosti s rozvojem
moderni algebry.

Pavel Klavik Prochazka svétem vektorovych prostor(i



Motivace
[
Historie

Motto
Linearni algebra je uzite¢na formalizace geometrickych pojmé se
spoustou aplikaci.

Pocatky souvisi s feSenim soustav linearnich rovnic a analyzou.
Jména jako Leibnitz, Lagrange, Gauss, Sylvester, . . .

Soucasna podoba z pllky 19. stoleti, v souvislosti s rozvojem
moderni algebry.

Je to teorie vektorovych prostorll a linearnich zobrazeni.
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Motivace
L]
Aplikace

Linearni algebra ma spoustu (0zZasnych aplikaci:
e UziteCné algoritmy: Gaussova eliminace, linearni programovani.
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Linearni algebra ma spoustu (0zZasnych aplikaci:
e UziteCné algoritmy: Gaussova eliminace, linearni programovani.

e UmozZznuje snadno popisovat geometrické transformace a
zodpovidat geometrické otazky.
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Aplikace

Linearni algebra ma spoustu (0zZasnych aplikaci:
e UziteCné algoritmy: Gaussova eliminace, linearni programovani.

e UmozZznuje snadno popisovat geometrické transformace a
zodpovidat geometrické otazky.

Ale také Fesit otazky, které nemaji s geometrii viibec nic spolec¢ného:

o Vektorové prostory nad konecnymi télesy (tfeba GF(2)) maji
aplikace napriklad v kombinatorice a teorii graftl.
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Motivace
L]
Aplikace

Linearni algebra ma spoustu (zZasnych aplikaci:
e UziteCné algoritmy: Gaussova eliminace, linearni programovani.
e UmozZznuje snadno popisovat geometrické transformace a
zodpovidat geometrické otazky.
Ale také Fesit otazky, které nemaji s geometrii viibec nic spolec¢ného:

o Vektorové prostory nad konecnymi télesy (tfeba GF(2)) maji
aplikace napriklad v kombinatorice a teorii graftl.

¢ Vlastni ¢isla matic: feSeni diferencialnich rovnic, iterace zobrazeni
(Google), spektralni teorie grafli (nahodné prochazky, grafové
parametry).
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Aplikace

Linearni algebra ma spoustu (zZasnych aplikaci:
e UziteCné algoritmy: Gaussova eliminace, linearni programovani.

e UmozZznuje snadno popisovat geometrické transformace a
zodpovidat geometrické otazky.

Ale také Fesit otazky, které nemaji s geometrii viibec nic spolec¢ného:

o Vektorové prostory nad konecnymi télesy (tfeba GF(2)) maji
aplikace napriklad v kombinatorice a teorii graftl.

¢ Vlastni ¢isla matic: feSeni diferencialnich rovnic, iterace zobrazeni

(Google), spektralni teorie grafli (nahodné prochazky, grafové
parametry).

e Rozsahlé aplikace v kombinatorice, analyze, statistice a fyzice . ..
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Motivace
[

O cem bude fe¢

O ¢em si ted budeme povidat:

@ Definice klicovych pojmu: vektorové prostory, obaly, baze, . ..
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Motivace
[

O cem bude fe¢

O ¢em si ted budeme povidat:

@ Definice klicovych pojmu: vektorové prostory, obaly, baze, . ..
@® Po cesté: Par triku a pfekvapeni.
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O ¢em si ted budeme povidat:
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O cem bude fe¢

O ¢em si ted budeme povidat:

@ Definice klicovych pojmu: vektorové prostory, obaly, baze, . ..
@® Po cesté: Par triku a pfekvapeni.

©® Lineéarni zobrazeni spolu s nékolika ukazkami.

@ Affini zobrazeni z pfednasky, aneb jeden velky podvod.
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Motivace
[

O cem bude fe¢

O ¢em si ted budeme povidat:

@ Definice klicovych pojmu: vektorové prostory, obaly, baze, . ..
@® Po cesté: Par triku a pfekvapeni.

©® Lineéarni zobrazeni spolu s nékolika ukazkami.

@ Affini zobrazeni z pfednasky, aneb jeden velky podvod.

@ Na zaveér: Nékolik dalsich stfipkd z linearni algebry.
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Definice
[ ]
Téleso

Definice

Téleso je mnoZina Cisel spolu s operacemi @ a ®, které maji hezké
vlastnosti.
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Definice

Téleso je mnozina Cisel spolu s operacemi & a @, které maji hezké
vlastnosti.

e Operace jsou asociativni, komutativni, maji neutralni a inverzni
prvky a jsou svazané distributivitou.
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Definice

Téleso je mnozina Cisel spolu s operacemi & a @, které maji hezké
vlastnosti.

e Operace jsou asociativni, komutativni, maji neutralni a inverzni
prvky a jsou svazané distributivitou.

o Vysledkem je pfekvapivé pravidelna struktura.
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Definice
[ ]
Téleso

Definice
Téleso je mnozina Cisel spolu s operacemi & a @, které maji hezké

vlastnosti.

e Operace jsou asociativni, komutativni, maji neutralni a inverzni
prvky a jsou svazané distributivitou.
o Vysledkem je pfekvapivé pravidelna struktura.

Priklad
e Realna Cisla R a komplexni Cisla C.
o Konetna télesa GF(p") — tfeba velice dllezité GF(2).
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Definice
[ Jele}

Vektorovy prostor

Definice

Vektorovy prostor nad télesem je mnozina vektor( spolu s hezkymi
operacemi + a -.
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Vektorovy prostor

Definice

Vektorovy prostor nad télesem je mnozina vektordl spolu s hezkymi
operacemi + a -.

¢ Vektory umime scitat a nasobit skalarem — vysledek zase vektor.

Pavel Klavik Prochazka svétem vektorovych prostor(i



Definice
[ Jele}

Vektorovy prostor

Definice

Vektorovy prostor nad télesem je mnozina vektordl spolu s hezkymi
operacemi + a -.

¢ Vektory umime scitat a nasobit skalarem — vysledek zase vektor.
o S¢itani vektort je komutativni a asociativni.
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Vektorovy prostor

Definice

Vektorovy prostor nad télesem je mnozina vektordl spolu s hezkymi
operacemi + a -.

¢ Vektory umime scitat a nasobit skalarem — vysledek zase vektor.
o S¢itani vektort je komutativni a asociativni.
e Existuje pocatek (nulovy vektor) a opacné vektory.
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Definice
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Vektorovy prostor

Definice

Vektorovy prostor nad télesem je mnozina vektordl spolu s hezkymi
operacemi + a -.

Vektory umime scitat a nasobit skalarem — vysledek zase vektor.
Sc¢itani vektord je komutativni a asociativni.

Existuje pocatek (nulovy vektor) a opacné vektory.

Vysledek je opét pravidelna struktura velice silnych viastnosti.
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Definice
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Vektorovy prostor

Priklad (Body v R")
Kazdy vektor je n-tice realnych Cisel, operace s€itani a nasobeni
funguiji po slozkéach.
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Vektorovy prostor

Priklad (Body v R")
Kazdy vektor je n-tice realnych Cisel, operace s€itani a nasobeni
funguiji po slozkéach.

« Vektory jsou body v roviné o (z1,91)
danych souradnicich.

(w2, yz)
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Vektorovy prostor

Priklad (Body v R")

Kazdy vektor je n-tice realnych Cisel, operace s€itani a nasobeni
funguiji po slozkéach.

Y
« Vektory jsou body v roviné o (z1,91)
danych soufadnicich. e (my + x,
« S&itani odpovida doplnéni na T yity)
“~ s !
rovnobéznik. !
Il
I’ x
(w2, yz)
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Vektorovy prostor

Priklad (Body v R")

Kazdy vektor je n-tice realnych Cisel, operace s€itani a nasobeni
funguiji po slozkéach.

e Vektory jsou body v roviné o
danych souradnicich.
e Scitani odpovida doplnéni na
rovnob&znik. (2,9)
e Nasobeni skalarem odpovida
prodluZovani vektordl. .
—%(l', y)

Nl

(z,9)
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Vektorovy prostor

Priklad (Vektorovy prostor funkci)

Vektorovy prostor viech zobrazeni f : RM — R, operace s¢itani a
nasobeni opét po slozkach.
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Vektorovy prostor

Priklad (Vektorovy prostor funkci)

Vektorovy prostor viech zobrazeni f : RM — R, operace séitani a
nasobeni opét po slozkach.

e ProM ={1,2,3,...,n} dostdvame prostor R".
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Vektorovy prostor

Priklad (Vektorovy prostor funkci)

Vektorovy prostor viech zobrazeni f : RM — R, operace séitani a
nasobeni opét po slozkach.

e ProM ={1,2,3,...,n} dostdvame prostor R".
e Pro M = N dostavame prostor vSech realnych posloupnosti.

Pavel Klavik Prochazka svétem vektorovych prostor(i



Definice
(eJe] }

Vektorovy prostor

Priklad (Vektorovy prostor funkci)

Vektorovy prostor viech zobrazeni f : RM — R, operace séitani a
nasobeni opét po slozkach.

e ProM ={1,2,3,...,n} dostdvame prostor R".
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Definice
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Vektorovy prostor

Priklad (Vektorovy prostor funkci)

Vektorovy prostor viech zobrazeni f : RM — R, operace séitani a
nasobeni opét po slozkach.

e ProM ={1,2,3,...,n} dostdvame prostor R".
e Pro M = N dostavame prostor vSech realnych posloupnosti.
e Pro M = R dostavame prostor vSech realnych funkci.

Priklad (Téleso jako vektorovy prostor)

Kazdé konecné téleso charakteristiky p je vektorovy prostor nad
teélesem Z,.
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Definice
[ Je]

Podprostory a obaly

Definition (Vektorovy podprostor a linearni obal)

MnozZina vektor{ tvofi podprostor vektorového prostoru, pokud je
uzaviena na operace. Linearni obal mnoziny vektort je nejmensi
vektorovy podprostor, ktery tyto vektory obsahuje.
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Definice

[ Je]

Podprostory a obaly

Definition (Vektorovy podprostor a linearni obal)

MnozZina vektor{ tvofi podprostor vektorového prostoru, pokud je
uzaviena na operace. Linearni obal mnoziny vektort je nejmensi
vektorovy podprostor, ktery tyto vektory obsahuje.

Jak vypadaiji linearni obaly a podprostory R???

Y

Pavel Klavik Prochazka svétem vektorovych prostor(i




Definice

[ Je]

Podprostory a obaly

Definition (Vektorovy podprostor a linearni obal)

MnozZina vektor{ tvofi podprostor vektorového prostoru, pokud je
uzaviena na operace. Linearni obal mnoziny vektort je nejmensi
vektorovy podprostor, ktery tyto vektory obsahuje.

Jak vypadaiji linearni obaly a podprostory R???

Y

Pavel Klavik Prochazka svétem vektorovych prostor(i




Definice

[ Je]

Podprostory a obaly

Definition (Vektorovy podprostor a linearni obal)

MnozZina vektor{ tvofi podprostor vektorového prostoru, pokud je
uzaviena na operace. Linearni obal mnoziny vektort je nejmensi
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Podprostory a obaly

Definition (Vektorovy podprostor a linearni obal)

MnozZina vektor{ tvofi podprostor vektorového prostoru, pokud je
uzaviena na operace. Linearni obal mnoziny vektort je nejmensi
vektorovy podprostor, ktery tyto vektory obsahuje.

Jak vypadaiji linearni obaly a podprostory R???
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Definice
oe

Podprostory a obaly

Definice (Linearni kombinace)
Linearni kombinace vektorll uy, ..., un s koeficienty a1, ..., an je

n
Zai u;.
i=1
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oe

Podprostory a obaly

Definice (Linearni kombinace)
Linearni kombinace vektorll uy, ..., un s koeficienty a1, ..., an je

n
Zai U;.
i=1

e Linearni kombinace jsou vSe, co
Ize z vektor(i operacemi ziskat.
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Podprostory a obaly

Definice (Linearni kombinace)
Linearni kombinace vektorll uy, ..., un s koeficienty a1, ..., an je

n
Zai U;.
i=1

e Linearni kombinace jsou vSe, co
Ize z vektor(i operacemi ziskat.
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Definice
oe

Podprostory a obaly

Definice (Linearni kombinace)
Linearni kombinace vektorll uy, ..., un s koeficienty a1, ..., an je

n
Zai U;.
i=1

e Linearni kombinace jsou vSe, co

Ize z vektor(i operacemi ziskat. 4

o Jinymi slovy: linearni obal je {U)
mnoZina v3ech linearnich @
kombinaci.
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Definice
[ Jele}

Nezavislé mnoziny, generatory a baze

Definice (Linearné nezavisla mnozina)
MnozZina vektord je linearné nezavisla, pokud Zadny z nich neni
linearni kombinaci ostatnich.
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Definice
[ Jele}

Nezavislé mnoziny, generatory a baze

Definice (Linearné nezavisla mnozina)
Mnozina vektord je linearné nezavisla, pokud zadny z nich neni
linearni kombinaci ostatnich.

« Jinymi slovy: Zadny vektor neni nadbyte&ny.
o Koeficienty linearni kombinace kazdého vektoru linearniho obalu
jsou urCeny jednoznacné.
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Definice
[ Jele}

Nezavislé mnoziny, generatory a baze

Definice (Linearné nezavisla mnozina)
Mnozina vektord je linearné nezavisla, pokud zadny z nich neni
linearni kombinaci ostatnich.

« Jinymi slovy: Zadny vektor neni nadbyte&ny.
o Koeficienty linearni kombinace kazdého vektoru linearniho obalu
jsou urCeny jednoznacné.

Definice (Generator)

MnozZina vektor( je generator, pokud jejich linearni obal je cely
vektorovy prostor.
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Definice
Nezavislé mnoziny, generatory a baze

(o] e}

Definice (Baze)

Béaze je linearné nezavisly generator.

o & - ¢ v
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Definice
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Nezavislé mnoziny, generatory a baze

Definice (Baze)
Béaze je linearné nezavisly generator.

e Baze je nejmensi mnoZina plné popisujici cely vektorovy prostor.
¢ Definuje soufadny systém — koeficienty linearnich kombinaci.
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Definice
(o] e}

Nezavislé mnoziny, generatory a baze

Definice (Baze)
Béaze je linearné nezavisly generator. J

e Baze je nejmensi mnoZina plné popisujici cely vektorovy prostor.
¢ Definuje soufadny systém — koeficienty linearnich kombinaci.

Véta (Steinitz)
VSechny baze vektorového prostoru maji stejnou velikost. Tato velikost
se nazyva dimenze.

Pavel Klavik Prochazka svétem vektorovych prostor(i
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Nezavislé mnoziny, generatory a baze

PFiklad (Trik jako &. ..)
Pro posloupnost Fibonacciho Cisel (Fy)2, =(0,1,1,2,3,5,8,13,...)

plati:
e _ 1 (1+V5 "1 (1-BY
"5 2 V5 2 '
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[e]e] ]

Nezavislé mnoziny, generatory a baze

PFiklad (Trik jako &. ..)
Pro posloupnost Fibonacciho Cisel (Fy)2, =(0,1,1,2,3,5,8,13,...)

plati:
n n
E_ L (1+v5) 1 (1-V5
"5 2 V5 2 '
e Vektorovy prostor Fibonacciovskych posloupnosti ag = «, a1 = 8
aanyi2 = any1 + an madimenzi dva.
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[e]e] ]

Nezavislé mnoziny, generatory a baze

PFiklad (Trik jako &. ..)
Pro posloupnost Fibonacciho Cisel (Fy)2, =(0,1,1,2,3,5,8,13,...)

plati:
n n
e _ 2 1+v6\ 1 (1-+6
"B\ 2 VB 2 )
e Vektorovy prostor Fibonacciovskych posloupnosti ag = «, a1 = 8

aanyi2 = any1 + an madimenzi dva.
e Existuje Fibonacciovska posloupnost a, = x" pro nenulové x?
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[e]e] ]

Nezavislé mnoziny, generatory a baze

PFiklad (Trik jako &. ..)
Pro posloupnost Fibonacciho Cisel (Fy)2, =(0,1,1,2,3,5,8,13,...)

plati:
n n
e _ 2 1+v6\ 1 (1-+6
"B\ 2 VB 2 )
e Vektorovy prostor Fibonacciovskych posloupnosti ag = «, a1 = 8

aanyi2 = any1 + an madimenzi dva.
e Existuje Fibonacciovska posloupnost a, = x" pro nenulové x?

Xn+2 — Xn+1 + Xn
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[e]e] ]

Nezavislé mnoziny, generatory a baze

PFiklad (Trik jako &. ..)
Pro posloupnost Fibonacciho Cisel (Fy)2, =(0,1,1,2,3,5,8,13,...)

plati:
n n
e _ 2 1+v6\ 1 (1-+6
"B\ 2 VB 2 )
e Vektorovy prostor Fibonacciovskych posloupnosti ag = «, a1 = 8

aanyi2 = any1 + an madimenzi dva.
e Existuje Fibonacciovska posloupnost a, = x" pro nenulové x?

X2 — xnHl Ly x2 x4 1.
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Nezavislé mnoziny, generatory a baze

PFiklad (Trik jako &. ..)
Pro posloupnost Fibonacciho Cisel (Fy)2, =(0,1,1,2,3,5,8,13,...)

plati:
e _ 1 (1+V5 "1 (1-BY
"5 2 V5 2 '

e Vektorovy prostor Fibonacciovskych posloupnosti ag = «, a1 = 8
aanyi2 = any1 + an madimenzi dva.
e Existuje Fibonacciovska posloupnost a, = x" pro nenulové x?
Xn+2 — Xn+1 + xN

— xZ=x+1

e Tedy pro x; = 125 a x, = 125 isou xM a x" Fibonacciovské.
1 2 2 2 1 2
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Definice

[e]e] ]

Nezavislé mnoziny, generatory a baze

PFiklad (Trik jako &. ..)
Pro posloupnost Fibonacciho Cisel (Fy)2, =(0,1,1,2,3,5,8,13,...)

plati:
n n
e _ 2 1+v6\ 1 (1-+6
"B\ 2 vB\ 2 )7
Vektorovy prostor Fibonacciovskych posloupnosti ag = o, a; = 3

aanyi2 = any1 + an madimenzi dva.
Existuje Fibonacciovska posloupnost a, = x" pro nenulové x?

X2 — xnHl Ly x2 x4 1.

Tedy pro x; = ”T\/g ax, = % jsou xI a xJ Fibonacciovskeé.
Tyto dvé posloupnosti tvofi bazi, vidi které spocitame soufadnice:

1 1 n
( VB V)"
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Motivace

Linearni zobrazeni
[

linearni algebry.

e Budeme se zabyvat geometrickymi zobrazenimi z pohledu

[m] = = Q>
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Linearni zobrazeni
[

Motivace

e Budeme se zabyvat geometrickymi zobrazenimi z pohledu
linearni algebry.

o Kdybychom uméli pfepocitat soufadnice vektoru vici riiznym
bazim:
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Linearni zobrazeni
[

Motivace

e Budeme se zabyvat geometrickymi zobrazenimi z pohledu
linearni algebry.

o Kdybychom uméli pfepocitat soufadnice vektoru vici riiznym
bazim:
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Linearni zobrazeni
[

Motivace

e Budeme se zabyvat geometrickymi zobrazenimi z pohledu
linearni algebry.

o Kdybychom uméli pfepocitat soufadnice vektoru vici riiznym
bazim:
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Linearni zobrazeni
o0

Definice

Definice (Linearni zobrazeni)
Zobrazenif : U — V se nazyva linearni, pokud splfiuje podminky

f(u+v)=fu)+f(v), flau)=af(u).
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Linearni zobrazeni
o0

Definice

Definice (Linearni zobrazeni)
Zobrazenif : U — V se nazyva linearni, pokud splfiuje podminky

f(u+v)=fu)+f(v), flau)=af(u).

e Takovym zobrazenim se v algebfe fika homomorfismy,
zachovavaji strukturu.
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Linearni zobrazeni
o0

Definice

Definice (Linearni zobrazeni)
Zobrazenif : U — V se nazyva linearni, pokud splfiuje podminky

f(u+v)=fu)+f(v), flau)=af(u).

e Takovym zobrazenim se v algebfe fika homomorfismy,
zachovavaji strukturu.
e @ : Kazdé linearni zobrazeni zachovava pocatek:

£(0) = f(0 — 0) = f(0) — f(0) = 0.
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Linearni zobrazeni

o0
Definice

Definice (Linearni zobrazeni)
Zobrazenif : U — V se nazyva linearni, pokud splfiuje podminky

f(u+v)=fu)+f(v), flau)=af(u).

e Takovym zobrazenim se v algebfe fika homomorfismy,
zachovavaji strukturu.

e @ : Kazdé linearni zobrazeni zachovava pocatek:

£(0) = f(0 — 0) = f(0) — f(0) = 0.

e Podobné pro linearni kombinace plati

f (iaiui> = zn:aif(ui).
i=1 i=1

Pavel Klavik Prochazka svétem vektorovych prostor(i




Definice

Linearni zobrazeni
(o] ]

e Linearni zobrazeni je plné urcené obrazem libovolné baze!

o & - ¢ v
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Linearni zobrazeni
(o] ]

Definice

e Linearni zobrazeni je plné urcené obrazem libovolné baze!

o Ke kazdému vektoru si budeme pamatovat soufadnice vUci cilové
bazi.

 Tyto soufadnice zapiSeme do sloupeck( vedle sebe — takové
tabulce fikejme matice.
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Linearni zobrazeni
(o] ]

Definice

e Linearni zobrazeni je plné urcené obrazem libovolné baze!

o Ke kazdému vektoru si budeme pamatovat soufadnice vUci cilové
bazi.

 Tyto soufadnice zapiSeme do sloupeck( vedle sebe — takové
tabulce fikejme matice.

e Nechtf:U — V s dimenzemim an.

a1 iz a3 -+ dim
dp1 4dzp az3 - A2m
azi1 azp azaz - aAzm
an1 Qp2 apn3 - aAnm
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Linearni zobrazeni
00000

Co od matic chceme?

Otazka
Jak zjistit obraz vektoru danych soufadnic?
a a a - a
1,1 Q12 a13 1,m Xy x!
A1 azp aAz3 - Am Xo X/
A= |81 82 a3 "+ &m| x=| | ="Ffx)= 2
x.m x!
dn1 Qp2 ap3 -° aAnm n
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Linearni zobrazeni
00000

Co od matic chceme?

Otazka
Jak zjistit obraz vektoru danych soufadnic?
a a a - a
1,1 Q12 a13 1,m Xy x!
A1 Az AaAz3 -+ A2m Xo X/
A= |81 82 a3 "+ &m| x=| | ="Ffx)= 2
Xm x.’
dn1 Qp2 ap3 -° aAnm n

Uvédomme si, Zze X = X1b1 + Xobo + - - - + Xmbm,
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Linearni zobrazeni
00000

Co od matic chceme?

Otazka
Jak zjistit obraz vektoru danych soufadnic?
a a a - a
1,1 Q12 a13 1,m Xy x!
A1 Az AaAz3 -+ A2m Xo X/
A= |81 82 a3 "+ &m| x=| | ="Ffx)= 2
x.m x-’
dn1 Qp2 ap3 -° aAnm n

)

Uvédomme si, Ze X = X1by + Xobo + - - - + Xmbm, tedy

aii ai 2 a1 m Yo Xi ag
azi az o a2 m Yo Xiag
an1 an2 anm > Xian,i
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Co od matic chceme?

Linearni zobrazeni
Otazka

O@e000

Jak zjistit vzor vektoru danych soufadnic?

o & - ¢ v
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Linearni zobrazeni

O@e000

Co od matic chceme?

Otazka
Jak zjistit vzor vektoru danych soufadnic? J

¢ Jinymi slovy chceme nalézt vSechny vektory x splfiujici:

apiXy + apXe 4+ amXm = X
az1X1 + AaXe 4+ @mXm = X5
an1Xy + 8p2Xo +---+ anmXm = Xh
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Linearni zobrazeni

O@e000

Co od matic chceme?

Otazka
Jak zjistit vzor vektoru danych soufadnic? J

¢ Jinymi slovy chceme nalézt vSechny vektory x splfiujici:

apiXy + apXe 4+ amXm = X
az1X1 + azaXe +-oo+ @mXm = X5
an1Xy + 8p2Xo +---+ anmXm = Xh

¢ To je soustava linearnich rovnic, kterou umime feSit Gaussovou
eliminaci.
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Linearni zobrazeni
O@e000

Co od matic chceme?

Otazka
Jak zjistit vzor vektoru danych soufadnic? J

¢ Jinymi slovy chceme nalézt vSechny vektory x splfiujici:

apiXy + apXe 4+ amXm = X
az1X1 + azaXe +-oo+ @mXm = X5
an1Xy + 8p2Xo +---+ anmXm = Xh

¢ To je soustava linearnich rovnic, kterou umime feSit Gaussovou
eliminaci.

¢ Ta transformuje obraz f(x) a zobrazeni f do tvaru, ve kterém je
snadné dopocitat vysledek. Pfitom neméni hledané vektory x.
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Linearni zobrazeni
(ele] lele]

Co od matic chceme?

Otazka
Jak skladat linearni zobrazeni? J

/ g
U \“ A2/ Vv \“ g/ w

gof
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Linearni zobrazeni
(ele] lele]

Co od matic chceme?

Otazka
Jak skladat linearni zobrazeni? J

/ g
U \“ A2/ Vv \“ g/ w

gof

o Potfebujeme zjistit obrazy vektor(l baze By viéi bazi By .
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Linearni zobrazeni
(ele] lele]

Co od matic chceme?

Otazka
Jak skladat linearni zobrazeni? J

/ g
U \“ A2/ Vv \“ g/ w

gof
o Potfebujeme zjistit obrazy vektor(l baze By viéi bazi By .

e Rozsekdme matici A na sloupeCky a zobrazime je pomoci g —
obrazy budou sloupecky matice B - A.
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Linearni zobrazeni
(ele] lele]

Co od matic chceme?

Otazka
Jak skladat linearni zobrazeni? J

f g
U \“ A2/ vV \“gx>x/ w

gof

o Potfebujeme zjistit obrazy vektor(l baze By viéi bazi By .

e Rozsekdme matici A na sloupeCky a zobrazime je pomoci g —
obrazy budou sloupecky matice B - A.

¢ Vysledek odpovida maticovému nasobeni B - A.

Pavel Klavik Prochazka svétem vektorovych prostor(i



Co od matic chceme?

Linearni zobrazeni
[ele]e] o]

odpovidalo skladani zobrazeni.

e PFesné proto se maticové nasobeni definuje tak zvlastne, aby

o & - Ha o
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Linearni zobrazeni
[ele]e] o]

Co od matic chceme?

e PFesné proto se maticové nasobeni definuje tak zvlastne, aby
odpovidalo skladani zobrazeni.

e Zobrazeni, ktera chceme skladat, na sebe musi pasovat!

j 2

____I 1

i i
mxn nxp mXp
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Linearni zobrazeni
[ele]e] o]

Co od matic chceme?

e PFesné proto se maticové nasobeni definuje tak zvlastne, aby
odpovidalo skladani zobrazeni.

e Zobrazeni, ktera chceme skladat, na sebe musi pasovat!

j 2

____I 1

i i
mxn nxp mXp

e Skladani zobrazeni, a tedy i nasobeni matic, neni komutativni.
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Linearni zobrazeni
[ele]e] o]

Co od matic chceme?

e PFesné proto se maticové nasobeni definuje tak zvlastne, aby
odpovidalo skladani zobrazeni.

e Zobrazeni, ktera chceme skladat, na sebe musi pasovat!

j 2

____I 1

1 ’L____D
mxn nxp mXp

e Skladani zobrazeni, a tedy i nasobeni matic, neni komutativni.
¢ Na druhou stranu skladani je asociativni.
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Co od matic chceme?

Linearni zobrazeni

[eleJele] ]

Otazka

Jak nalézt inverzni zobrazeni?

= = S fae
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Co od matic chceme?

Linearni zobrazeni

[eleJele] ]

Otazka

Jak nalézt inverzni zobrazeni?

e Nemusi vzdycky existovat.

o & = = DA
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Linearni zobrazeni
[eleJele] ]

Co od matic chceme?

Otazka
Jak nalézt inverzni zobrazeni?

e Nemusi vzdycky existovat.
¢ Jednotkova matice I, odpovida identickému zobrazeni.

e Hledani inverzniho zobrazeni znamena hledat inverzni matici na
soudin.
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Linearni zobrazeni
[eleJele] ]

Co od matic chceme?

Otazka
Jak nalézt inverzni zobrazeni? J

Nemusi vZzdycky existovat.

Jednotkova matice I, odpovida identickému zobrazeni.

Hledani inverzniho zobrazeni znamena hledat inverzni matici na
soucin.

To se déla pomoci feSeni n soustav linearnich rovnic.
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Linearni zobrazeni
[eleJele] ]

Co od matic chceme?

Otazka
Jak nalézt inverzni zobrazeni? J

Nemusi vZzdycky existovat.

Jednotkova matice I, odpovida identickému zobrazeni.

Hledani inverzniho zobrazeni znamena hledat inverzni matici na
soucin.

To se déla pomoci feSeni n soustav linearnich rovnic.

| obdélnikové matice mohou mit jednostranné inverze.

Pavel Klavik Prochazka svétem vektorovych prostor(i



Linearni zobrazeni
[ Jelele]
Priklady linearnich zobrazeni

R{zna geometricka zobrazeni:
e ZvétSeni.
¢ Rotace kolem pocatku.
e Zkoseni.
e Projekce.

o & = DA
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Linearni zobrazeni
[ Jelele]

Priklady linearnich zobrazeni

R{zna geometricka zobrazeni:
e ZvétSeni.

Rotace kolem pocatku.

Zkoseni.

Projekce.
Zobrazeni vSak musi zachovavat pocatek. Tedy neudélame:

e Posunuti.
¢ Rotace kolem libovolného bodu.

Pavel Klavik Prochazka svétem vektorovych prostor(i



Priklady linearnich zobrazeni

Otazka

Linearni zobrazeni

(o] lele]

Jak vypada matice rotace vUci kanonické bazi?

o & - Ha o
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Linearni zobrazeni
(o] lele]

Priklady linearnich zobrazeni

Otazka
Jak vypada matice rotace vUci kanonické bazi? J

¢ Potfebujeme spocitat obrazy vektortl baze po otoceni.

Y (cos ,sin @)

I
sin ¢ !
1
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Linearni zobrazeni
(o] lele]

Priklady linearnich zobrazeni

Otazka
Jak vypada matice rotace vUci kanonické bazi?

¢ Potfebujeme spocitat obrazy vektortl baze po otoceni.

Y (cos @, sin p)
sin E
T \ CoS ¢ I

R(y) = cosp cos(y + 90) Cosy —sing
Y= sing  sin(¢ + 90) sing cosy )’
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Linearni zobrazeni
(eJe] o]

Priklady linearnich zobrazeni

e Vezmeme si prostor vSech Fibonacciovskych posloupnosti.
e Uvazujme nasledujici zobrazeni pro kanonickou bazi:

=)
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Linearni zobrazeni
(eJe] o]

Priklady linearnich zobrazeni

e Vezmeme si prostor vSech Fibonacciovskych posloupnosti.
e Uvazujme nasledujici zobrazeni pro kanonickou bazi:

=)

e Toto zobrazeni déla posun posloupnosti doprava.

(0,1,1,2,3,5,7,13,21,...) - (1,1,2,3,5,7,13,21).
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Linearni zobrazeni

(eJe] o]

Priklady linearnich zobrazeni

e Vezmeme si prostor vSech Fibonacciovskych posloupnosti.
e Uvazujme nasledujici zobrazeni pro kanonickou bazi:

=)

e Toto zobrazeni déla posun posloupnosti doprava.

(0,1,1,2,3,5,7,13,21,...) - (1,1,2,3,5,7,13,21).

o Tedy

Pavel Klavik Prochazka svétem vektorovych prostor(i



Linearni zobrazeni

(eJe] o]

Priklady linearnich zobrazeni

e Vezmeme si prostor vSech Fibonacciovskych posloupnosti.
e Uvazujme nasledujici zobrazeni pro kanonickou bazi:

=)

e Toto zobrazeni déla posun posloupnosti doprava.

(0,1,1,2,3,5,7,13,21,...) - (1,1,2,3,5,7,13,21).

Fn n (FO)
=M". .
(Fn-i-l) I:l

o Navic diky asociativité dokaZzeme M" spocitat v O(logn).

Pavel Klavik Prochazka svétem vektorovych prostor(i
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Priklady linearnich zobrazeni

[eJele] )

Linearni zobrazeni
A nebo trocha analyzy . ..

e Derivace a integral jsou linearni zobrazeni

o & - ¢ v
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Linearni zobrazeni
[eJele] )

Priklady linearnich zobrazeni

A nebo trocha analyzy . ..

e Derivace a integral jsou linearni zobrazeni.

o Jak vypadaji jejich matice na prostoru polynom{ omezeného
maximalniho stupné?
 UvaZujme kanonickou bazi {1,x,x2,x3,...,xX}.
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Linearni zobrazeni
[eJele] )

Priklady linearnich zobrazeni

A nebo trocha analyzy . ..

e Derivace a integral jsou linearni zobrazeni.

o Jak vypadaji jejich matice na prostoru polynom{ omezeného
maximalniho stupné?

 UvaZujme kanonickou bazi {1,x,x2,x3,...,xX}.

e Napfriklad pro k = 4 dostaneme tyto dvé matice:

01000 PP

dP(x) [0 0200 N
& |0003o0f /P(X)dx_gggg
3
00004 0051
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Linearni zobrazeni

[eJele] )

Priklady linearnich zobrazeni

A nebo trocha analyzy . ..

e Derivace a integral jsou linearni zobrazeni.

o Jak vypadaji jejich matice na prostoru polynom{ omezeného
maximalniho stupné?

 UvaZujme kanonickou bazi {1,x,x2,x3,...,xX}.

e Napfriklad pro k = 4 dostaneme tyto dvé matice:

01000 PP

dP(x) [0 0200 N
& |0003o0f /P(X)dx_gggg
3
00004 0051

e Derivace je leva inverze integréalu, ¢aste€né to jsou inverzni
zobrazeni.
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Affini zobrazeni
[ ]
Idea

e Chceme geometricka zobrazeni, ktera nezachovavaji pocatek.

o = ) aQqR>
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Affini zobrazeni
[ ]
Idea

e Chceme geometricka zobrazeni, ktera nezachovavaji pocatek.
¢ Jak upravit linearni zobrazeni, aby nemuseli zachovavat pocatek?

Vv
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Affini zobrazeni
[ ]
Idea

e Chceme geometricka zobrazeni, ktera nezachovavaji pocatek.
¢ Jak upravit linearni zobrazeni, aby nemuseli zachovavat pocatek?

Vv

e Tak pocatek se v prostoru nebude nachazet.
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Affini zobrazeni
[ ]
Idea

e Chceme geometricka zobrazeni, ktera nezachovavaji pocatek.
¢ Jak upravit linearni zobrazeni, aby nemuseli zachovavat pocatek?

Vv

e Tak pocatek se v prostoru nebude nachazet.
e Prostor bude affinim podprostorem vektorového prostoru . . .

Pavel Klavik Prochazka svétem vektorovych prostor(i



Affini zobrazeni
[ Je]

Affini kombinace a podprostory

o Affini podprostor je vektorovy podprostor posunuty z pocatku.
 Je to mnozina vsech affinich kombinaci danych vektort.
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Affini zobrazeni
[ Je]

Affini kombinace a podprostory

o Affini podprostor je vektorovy podprostor posunuty z pocatku.
 Je to mnozina vsech affinich kombinaci danych vektort.

Definice (Affini kombinace)
Linearni kombinace je affini, pokud

n
Z aj = 1.
i=1
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Affini zobrazeni
[ Je]

Affini kombinace a podprostory

o Affini podprostor je vektorovy podprostor posunuty z pocatku.
 Je to mnozina vsech affinich kombinaci danych vektort.

Definice (Affini kombinace)
Linearni kombinace je affini, pokud

n
Z aj = 1.
i=1

Priklad (Affini podprostory R?)

Affini podprostory R? jsou jednotlivé body, viechny pfimky a cely
prostor.
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Affini kombinace a podprostory

Affini zobrazeni
oe

vSechna reseni Ax = 0.

o Kernel matice Ker(A) je mnoZina vSech vzorl pocatku, tedy

o & = = DA
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Affini zobrazeni
oe

Affini kombinace a podprostory

o Kernel matice Ker(A) je mnoZina vSech vzorl pocatku, tedy
vSechna feSeni Ax = 0.
Véta
Pro kazdé linearni zobrazeni f : U — V definovaného matici A tvori
Ker(A) vektorovy podprostor U.
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Affini zobrazeni
oe

Affini kombinace a podprostory

o Kernel matice Ker(A) je mnoZina vSech vzorl pocatku, tedy
vSechna feSeni Ax = 0.
Véta
Pro kazdé linearni zobrazeni f : U — V definovaného matici A tvori
Ker(A) vektorovy podprostor U.

e Podobné pro libovolny vektor b mnozina vSech feSeni Ax = b
tvori affini podprostor.

¢ Tedy affini podprostor Ize popsat soustavou linearnich rovnic.

Pavel Klavik Prochazka svétem vektorovych prostor(i



Affini zobrazeni pomoci linearnich zobrazeni

Affini zobrazeni
[ Je}

o Affini zobrazeni je linearni zobrazeni spolu s vektorem posunuti.

o & - ¢ v
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Affini zobrazeni
[ Je}

Affini zobrazeni pomoci linearnich zobrazeni

o Affini zobrazeni je linearni zobrazeni spolu s vektorem posunuti.

e Chceme simulovat tyto zobrazeni pomaoci linearnich zobrazeni ve
vektorovém prostoru vétsi dimenze.
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Affini zobrazeni
[ Je}

Affini zobrazeni pomoci linearnich zobrazeni

o Affini zobrazeni je linearni zobrazeni spolu s vektorem posunuti.

e Chceme simulovat tyto zobrazeni pomaoci linearnich zobrazeni ve
vektorovém prostoru vétsi dimenze.

e Necht X je baze U a'Y vektory
doplniujici X na bazi V.
e VSechny vektory U maji stejné
@ soufadnice vUci Y.
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Affini zobrazeni
[ Je}

Affini zobrazeni pomoci linearnich zobrazeni

o Affini zobrazeni je linearni zobrazeni spolu s vektorem posunuti.

e Chceme simulovat tyto zobrazeni pomaoci linearnich zobrazeni ve
vektorovém prostoru vétsi dimenze.

e Necht X je baze U a'Y vektory

doplniujici X na bazi V.
e VSechny vektory U maji stejné
@ soufadnice vUci Y.

e MysSlenka: linearni zobrazeni
174 vytvofime pomoci X a posunuti
vytvoFfime pomoci Y.
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Affini zobrazeni pomoci linearnich zobrazeni

oe

Affini zobrazeni
A takhle se to déla prakticky:

e Dimenze V bude o jedna vétSi nez U.

o & - ¢ v
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Affini zobrazeni pomoci linearnich zobrazeni

oe

Affini zobrazeni
A takhle se to déla prakticky:

e Dimenze V bude o jedna vétSi nez U.

e Afinni zobrazeni sloZzené z matice A a vektoru b.

o & - Ha o
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Affini zobrazeni
oe

Affini zobrazeni pomoci linearnich zobrazeni

A takhle se to déla prakticky:

e Dimenze V bude o jedna vétSi nez U.
e Afinni zobrazeni slozené z matice A a vektoru b.
o Kazdy vektor v affinim podprostoru méa soufadnici 1 vici Y.
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Affini zobrazeni
oe

Affini zobrazeni pomoci linearnich zobrazeni

A takhle se to déla prakticky:

e Dimenze V bude o jedna vétSi nez U.
e Afinni zobrazeni slozené z matice A a vektoru b.
o Kazdy vektor v affinim podprostoru méa soufadnici 1 vici Y.

a;1 a2 ... QAin b]_ X1
az 8.272 ... Q2n b2 X2
A= o 0 0 x=
a.n71 a.n,2 e a.n7n bn Xm
0 o ... 0 1 1
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Determinanty

Definice determinantu:

det(A) = > & iyzn(m).

@ PopiSeme, jak spocitat — VzoreCek se souctem vSech permutaci
TESH

o & - Ha
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Determinanty
Definice determinantu:
@ PopiSeme, jak spocitat — Vzorecek se souctem vSech permutaci:

det(A) = > & iyzn(m).

TESH

® PopiSeme vlastnosti — multilinearni alternujici forma, ktera je pro
jednotkové matice rovna 1.
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Determinanty
Definice determinantu:
@ PopiSeme, jak spocitat — Vzorecek se souctem vSech permutaci:

det(A) = > & iyzn(m).

TESH

® PopiSeme vlastnosti — multilinearni alternujici forma, ktera je pro
jednotkové matice rovna 1.

® Je roven orientovanému objemu rovnobéznosténu uréeného
Fadkovymi vektory matice.
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Determinanty

Na co se nam hodi:

e Umoznuje snadno pocitat obsahy a objemy.

o & - ¢ v
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Determinanty

Na co se nam hodi:

e Umoznuje snadno pocitat obsahy a objemy.
e UmozZnuje snadno urcit orientaci Ghlu.

det(M) >0
@ fi -
& Tl
ﬁ\% =
0
7

X1 X2 X1 Xo
u= vV = M = , det(M) = X1y2 — XoYo.
(yl) ) (Y2) ) (Y1 yz) (M) 1Y2 2Y2
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Vlastni &isla

¢ Vlastni ¢isla matice popisuji jeho pevné sméry a jeho stabilitu.

o & - ¢ v
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Vlastni &isla

¢ Vlastni ¢isla matice popisuji jeho pevné sméry a jeho stabilitu.
e Prozradi fadu uZzite¢nych informaci o matici.
e Jejich vypocet Ize provést jenom pfiblizné numerickymi metodami.
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Vlastni &isla

¢ Vlastni ¢isla matice popisuji jeho pevné sméry a jeho stabilitu.

e Prozradi fadu uZzite¢nych informaci o matici.

e Jejich vypocet Ize provést jenom pfiblizné numerickymi metodami.

o Aplikace: Rychlé umocnovani matic, feSeni diferencialnich a
diferenénich rovnic, ...
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Vlastni &isla

Vlastni ¢isla matice popisuji jeho pevné sméry a jeho stabilitu.
Prozradi fadu uzite€nych informaci o matici.

Jejich vypocet Ize provést jenom pfiblizné numerickymi metodami.
Aplikace: Rychlé umocriovani matic, feSeni diferencialnich a
diferenénich rovnic, ...

P¥iklad (Reseni diferenénich a diferencialnich rovnic)

Vlastni ¢isla matice
0 1
v=(3 1)

‘nocet Fi Tevey | 145 1-/5
pro \v/_ypoc?t Iilbqnaccmovf:lsel vaou AL = *T‘[ ai = T‘[
Nepfipominaji vam tato Cisla néco?
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Atojevse...

Dékuji za pozornost.
Prostor pro Vase otazky. . . J

Dalsi zdroje:
[@ G. Strang, Linear Algebra and Its Applications

[ J. Matousek, Sestnact miniatur,
http://kam nff.cuni.cz/™matousek/| a-appl s. ps

@ J. Matousek, Selected Mathematical ‘ and Algorithmic Applications
of Linear Algebra,
http://kamnff.cuni.cz/  kanserie/
/ serielclanky/ 2009/ s917. ps
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