O relacich

Pavel Klavik

strucny textik ke cviceni z diskrétni matematiky

V tomto textu si zkusime pfiblizit, jak funguji relace. Zamétime se napiiklad na jejich skladani,
kterému neni naptiklad v Kapitolach z diskrétni matematiky vénovano tolik prostoru, kolik by si
zaslouzilo. Relace jsou zakladnim konceptem, ktery je pii studiu matematiky velice dulezité pochopit.
V zavéru textu také zminime nékolik hlubsich véci tykajicich se ekvivalenci, v souvislosti s akci grupy
na mnozine.

Jako zadny text ani tento neni bez chyb. Pokud néjakou objevite, napiSte mi prosim na
pavel@klavik.cz. Rad bych zde podékoval Martiné Vavackové, Lukasi Machovi a Dusanu Knopovi
za Cetné pripominky k tomuto textu.

1 Seznameni s relacemi

Definice relace. Relace se definuje jako podmnozina kartézského soucinu dvou nosnych mnozin X a
Y. Tedy relace je mnozina nékterych dvojic (x,y), kde € X a y € Y—Fikdme, ze takové dvojice
jsou v relaci.

Piiklad 1.1. Necht X je mnoZina Zen a 'Y je mnozZina muzi. Prikladem relace ze ZFivota miiZe byt
relace “byt v manZelstvi”, tedy mnozina dvojic (x,y), Ze Zena x a muZ y jsou manzelé.

Pro relaci R se nékdy (x,y) € R znadi jako x Ry. To ma vyhodu zejména pro relace jako <.
Je zvykem spiSe zapisovat 1 < 3 nez (1,3) € <.

Relace se daji zndzornovat grafem. Mnozinu X nakreslime na jednu stranu, mnozinu Y na dru-
hou stranu. Dvojice (z,y), které jsou v relaci, spojime Sipkou z x do y. Naptiklad grafické znézornéni
vyse uvedené relace naleznete na obrazku 1.
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Obrazek 1: Jak vypada relace “byt v manzelstvi” znédzornéné grafem.

Casto se pouzivaji relace, pro které jsou obé nosné mnoziny stejné, tedy podmnoziny X x X =
X2. Ty popisuji vztahy mezi nékterymi dvojicemi prvkd na mnoziné X. Takovym relacim budeme
fikat, ze jsou na mnozine X.

Priklad 1.2. Uvazme relaci < na mnoziné {1,2,3,4}. Tato relace je ndsledujici podmnoZina dvojic:

{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4), (4,4) }.

Existuji dalsi dva zpusoby, jak graficky znazornovat relace na mnoziné X. Prvni zptsob je
grafem. Jednotlivé prvky budeme reprezentovat puntiky (tém se ¥iké& vrcholy) a pokud dvojice (x,y)
je v relaci, spojime x Sipkou s y. Zde je dtleZité, Ze Sipka mé orientaci. Sipkam, které vedou z = do
x, se fikd smycky. Druhy zptisob je matici, kde policko s indexy 7, j zvyraznime, pravé kdyz (i, j) lez
v relaci. Obé znazornéni pro relaci z vyse uvedeného ptikladu jsou na obrazku 2.
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Obrézek 2: Znézornéni relace < na mnoziné {1,2,3,4} grafem a matici.

Jak brzy uvidime, kazdé z téchto znazornéni ma svoje vyhody i nevyhody. Proto se vzdy hodi
uvazovat to, které je pro dany problém nejptihodnéjsi.
Vlastnosti relaci. Existuje nékolik vlastnosti, které jsou natolik dulezité, ze dostaly zvlastni jméno.
Viimnéte si, ze tyto vlastnosti maji smysl jenom pro relace na mnoziné. Rikdme, ze relace R na
mnoziné X je

e reflexivni, pokud Vz € X : (z,2) € R,

e antireflexivni, pokud naopak Vz € X : (z,z) ¢ R,

e symetricka, pokud Vz,y € X : (r,y) € R = (y,2) € R, a

e tranzitivni, pokud Vz,y,z2 € X : (z,y) € RA(y,2) € R = (x,2) € R.

Zda relace splniuje tyto vlastnosti, lze snadno nahlédnout ve znazornéni grafem ¢i matici.

Relace je reflexivni, pokud mé u kazdého vrcholu smycku, naopak je antireflexivni, pokud
nema u zadného vrcholu smycku. Naptiklad relace na obrazku 2 je reflexivni. V matici jsou smycky
reprezentované policky na diagonéle. Pokud je relace reflexivni, je celd diagonala zvyraznéna. Naopak
antireflexivni relace nemé na diagonale zvyraznéné vibec nic.

Relace je symetricka, pokud ke kazdé Sipce z x do y existuje i Sipka opac¢na. Zde si mtzeme
vSimnout, Ze smycky to spliiuji automaticky. V maticovém zapisu symetrické relace odpovidaji ma-
ticim, které jsou symetrické podle vyznacené diagondly. Napftiklad relace na obrazku 2 symetricka
neni, nebot tieba Sipka z 1 do 2 nem4 Sipku opac¢nou.

Tranzitivita je dobie vidét ve znazornéni grafem. Rika, Ze pokud jdou Sipky z = do y a z y
do z, potom existuje i pfima Sipka z = do z. Takze v grafu relace mame zkratky. Je snadné indukci
nahlédnout, ze pokud mezi libovolnymi dvéma vrcholy = a y existuje posloupnost Sipek (fikejme ji
cesta), potom v tranzitivni relaci existuje i pfima $ipka z x do y.

I kdyz se v definici tranzitivity vyskytuji tfi prvky z, y a z, neplati, ze by musely byt rtizné.
Naptiklad pokud mame dvojice (z,y) a (y,x) v relaci, potom tranzitivita ¥ikd, ze také smycky (z, )
a (y,y) jsou v relaci. Uvazme relaci nad jednoprvkovou mnozinou {z} tvofenou jedinou dvojici (z, x).
Zkuste ovérit, ze tato trividlni relace je reflexivni, symetrickd a tranzitivni. Druhym extrémnim pii-
kladem je prazdna relace, ktera neobsahuje ani jednu dvojici. Takova relace je vZdy antireflexivni,
symetricka a tranzitivni.

Piiklad 1.3. Uvaime relaci na mnoziné {x,y,z} definovanou ndsledujicim grafem. Je tato relace
reflexivni, antireflexivni, symetrickd nebo tranzitivni?

Reseni. Relace zjevné neni ani reflexivni, ani antireflexivni, obsahuje totiz pfesné jednu smycku u
vrcholu z. Relace neni symetrickd, nebot (z,y) lezi v relaci, ale (y, z) v relaci nelezi. Relace dokonce
neni ani tranzitivni, i kdyz to na prvni pohled nemusi byt patrné. Obsahuje totiz dvé opacné sipky
(y,2) a (z,y). Z definice tranzitivity dostaneme, Ze i (y,y) a (2, z) by musely leZet v relaci. U vrcholu
z je smycka, ale u vrcholu y ji neobjevime. O



Priklad 1.4. Uvazme relaci R na mnoziné R. Dvojice (xz,y) € R, pokud
w2 +? < 1.
Jak vypada tato relace? Je reflexivni, antireflexivni, symetrickd nebo tranzitioni?

Reseni. Prvky této relace jsou usporadané dvojice realnych &isel, 1ze je tedy geometricky zobrazit jako
body v roviné. VSechny body lezici v relaci R odpovidaji kruhu o poloméru 1 se stfedem v pocatku,
viz obrazek 3.
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Obréazek 3: Vsechny body (x,y) splitujicich 22 + y? < 1.

Pokud by relace R méla byt reflexivni, musela by obsahovat kazdy bod (z, z). Tyto body tvoii
piimku x = y, vyznacenou ¢arkované na obrazku. Avsak celd piimka rozhodné v relaci R nelezi,
naptiklad (2,2) ¢ R, tedy relace R neni reflexivni. Podobné relace neni antireflexivni.

Symetrie iika, 7ze pro kazdé (x,y) € R také (y,z) € R. Zjevné, pokud z2+y? < 1, z komutativity
téz plati y? + 22 < 1. Geometricky symetrie ¥ika, ze relace R je symetrickd podle vyznacené piimky
T =y.

S tranzitivitou ndm obrézek bohuzel moc nepomuze. Nastésti snadno objevime protipriklad,
(1,0) a (0,1) lezi v relaci R, ale (1,1) nelezi. Relace tedy neni tranzitivni.

Pfipomina vam toto geometrické uvazovani vlastnosti, které ma znazornéni matici? Toto neni
nahoda, protoze body roviny si muzeme predstavit jako nekone¢nou matici, ktera je nekonecné jemna.
Vyznacend pfimka y = = je diagonalou této matice. O

Na zaveér si ukazeme jedno na prvni pohled prekvapivé tvrzeni s poucnym dikazem:

Tvrzeni 1.5. Pokud relace R na mnoziné X je antireflexivni a tranzitivni, je také silné antisymetrickd,
tedy Va,y € X plati, Ze (x,y) € R = (y,z) ¢ R.

Diikaz. Toto je typicky priklad tvrzeni, k jehoz dokéazani si sta¢i uvédomit, co znamenaji jednotlivé
vlastnosti. Tvrzeni dokdzeme sporem. Predpokladejme, ze R je antireflexivni a tranzitivni relace a
pro spor existuje x,y € X, ze (x,y) € R a (y,x) € R. Z tranzitivity vime, Ze také (x,z) € R. To je
ale smycka, a tedy relace R nemiize byt antireflexivni—dostavame spor. O

Vsimnéte si, ze v dikazu nepotifebujeme védét, ze x # y. Samoziejmé dikaz by Sel rozdélit na
dvé moznosti, pro x = y a pro x # y. Pokud z = y, hned dostavame spor, Ze relace neni antireflexivni.
Vyse uvedeny diikaz ovSem funguje v obou pfipadech. Pokud = = y, sloZzime smycku (z,y) dvakrat a
dostaneme smycku (z, z) stejné jako predtim. Obecné plati, ze ¢im méné moznosti musime v dikazu
rozebrat, tim je mensi Sance, Ze budeme mit néjaky krok chybné. Napftiklad velice snadno se miize
stat, ze na nékterou z moznosti zapomeneme.

2 Skladani relaci

Definice skladani. Mé&jme dvé relace R na X x Y a S na Y x Z. Relace R sloZeno S, kterd se znadi
So R, je nasledujici relace na X x Z:

{(z,2) |3y €Y : (z,y) € RA(y,2) € S}.

1 Aby zmatki nebylo malo, nékdy se skladani relaci zapisuje také obracené, jako R o S. Paradoxné pro zobrazeni,
coz je specialni ptipad relaci, se pouziva opacna forma, f slozeno s g se zapisuje g o f. Toto je pravdépodobné jeden



Co definice znamen4, je nejlépe pochopitelné z nasledujicitho obrazku. Relace R a S polozime
vedle sebe. Dvojice (z,2) je v relaci S o R, pravé kdyz existuje cesticka z @ do z vyuZivajici pouze
Sipek z R a S. Takova cesta nejprve musi vyuzit Sipku z x do néjakého y € Y, kterd musi lezet v relaci
R. Poté na ni musi v relaci S navazovat Sipka z y do z. Je vidét, pro¢ relace R musi byt definovana
na X x Y arelace S naY x Z, jinak by na sebe totiz relace nepasovaly a slozeni by nebylo mozné.
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X Y Z X Z
Obrazek 4: Pokud slozime relaci R s relaci .S, Sipky vedou piimo z X do Z.

Pokud sklddame dvé relace na mnoziné X, lze vysledek slozeni vy¢ist primo z grafu. To odpo-
vida tomu, Ze v grafu mame dva druhy Sipek, Sipky relace R a Sipky relace S. Ve slozeni se potom
budou vyskytovat ty Sipky, které odpovidaji cestickdm délky dva—pouzijeme nejprve Sipku z R a
na ni navazujici ipku z S. Na obrazku 5 jsou relace R a S naznaceny pro piehlednost zvlast. Navic
tento obrazek ilustruje veledulezity fakt, ze sklddani relaci neni komutativni, tedy obecné neplati, ze
by S o R = RoS. Zkuste objevit co nejmensi a nejjednodussi protiptiklad.
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Obrazek 5: Relace R a S na mnoZiné {z,y, z} 1ze slozit dvéma zptsoby, vzdy s jinym vysledkem.
Mocnéni relaci. Specialni piiklad sklddani je umocnovéani relace na mnoziné. Nechf R je relace na

mnoziné X. Definujme R' = R a induktivné R"*! = R o R™. Ukazme si, jak vypad4 umociiovani na
prikladu, ktery se bude v dalsim zkoumani skladani relaci jesté hodit.

Prfiklad 2.1. Necht R = (N, <) a S = (N, <), kde < a < znaci béZnd usporaddni prirozenych éisel.
Jak vypada R™ a S™?

Reseni. Zacneme s relaci R. P¥irozené ¢islo x je v relaci s kazdym vétsim piirozenym ¢islem. Tedy
sipky vedou do nasledujiciho pfirozeného ¢isla a vSech vétsich. Aby dvojice (z,y) lezela v R™, musi
byt x propojeno s y pomoci n navazujicich sipek. To jde pravé tehdy, pokud = < y — n.

U relace S si nejprve vSimnéme, %e pokud (x,y) ¢ S, nelezi ani v libovolné jeji mocniné. Pro¢?
Protoze, pokud (a,b) € S, plati a < b. Tedy Zadna Sipka nevede “doleva” v uspotradéni pfirozenych
¢isel podle velikosti. Proto tam nemtze vést ani slozeni n $ipek. Na druhou stranu pokud (z,y) € S,
(x,y) lezi i v libovolné mocniné S™. Staci slozit (n — 1)-krat smycku (x, x) s Sipkou (z,y). Tedy plati
S = 5™ pro kazdou mocninu S”. O

Muzeme si v§imnout, ze pokud je mnozina X nekonec¢nd, potom mohou byt pro relaci na
X kazdé dvé mocniny odlisné relace—maptiklad pro relaci R. Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze pro
kone¢nou mnozinu X to neni mozné.

z historickych neduhtt matematiky, nebot kdysi byly relace a funkce zcela odlisné pojmy s jinym znaceni. V moderni
matematice se propojily, ale historické znaceni zustalo. V tomto textu si podobné zmatky odpustime a skladani relaci
i zobrazeni budeme znadcit stejné, tedy S o R. Ctenaf by si mél vzit poudeni, ze kdykoliv se v néjakém textu setkd se
skladanim, mél by si dat pozor, které poradi si autofi zvolili. Nastésti takova véc se velice snadno pozna.



Tvrzeni 2.2. Necht R je relace na konecéné mnoziné X. Potom existuji dvé mocniny R" a R*, Ze

r#saR =R".

Diikaz. Na problém piijdeme od lesa. Polozime si na prvni pohled nesouvisejici otazku: Kolik existuje
riiznych relaci na mnoziné X ? Pro kazdou dvojici (z,y), kde z,y € X, si mlizeme vybrat, zda v relaci
bude, ¢ nikoliv. Kazdou volbou ziskdme jinou relaci. Proto celkem existuje 2% I* ruznych relaci na
mnoziné X.

Pokud uvazime 2/X!” + 1 mocnin relace R, potom podle Dirichletova principu musi existovat
dvé stejné mocniny. O

Poznamenejme na zavér, ze takto ziskany odhad je zbytecné velky, ve skutec¢nosti se budou
mocniny opakovat mnohem diive.
Relace S z prikladu 2.1 je zvlastni tim, ze umocnovani ji nemeéni. Plati pro ni totiz nasledujici:

Tvrzeni 2.3. Pokud relace R na mnoziné X je reflexioni, potom R C R™ pro kaZdé n € N.

Diikaz. Staci ukazat, ze kdykoliv (x,y) € R, také (z,y) € R™. Protoze relace R je reflexivni, (z,z) €
R. Proto slozime (n — 1)-krat smycku s Sipkou (z,y) a dostavame, ze (z,y) € R™. O

Tvrzeni 2.4. Pokud relace R na mnoziné X je tranzitivni, potom R™ C R pro kaZdé n € N.

Dikaz. Staci ukazat, ze kdykoliv (z,y) € R"™, také (z,y) € R. Aby (z,y) € R"™, musi existovat
T0,T1,..., %y € X, Ze (x;,2i41) € Rprokazdéi € {0,1,...,n—1}, anavic o = z a x,, = 3.2 Situace
je naznacena na obrazku 6.
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Obrazek 6: Tranzitivita na cesté z = do y zarucuje zkratky.

Vime, ze relace R je tranzitivni. Tedy (2o, 2z1) € Ra (x1,22) € R zarucuje, ze také (zo, z2) € R.
Déle (z9,22) € R spolu s (z2,23) € R implikuje, Ze (29, 23) € R. Pokud podobné aplikujeme indukei,
zjistime, ze (zo,z;) € R pro kazdé i € {1,...,n}. V neposledni fadé tedy (zo,z,) € R, neboli
(z,y) € R, coz jsme chtéli dokézat. O

Obé tvrzeni dohromady déavaji nasledujici dtsledek, ktery naptiklad relace S z prikladu 2.1
splnuje:

Dusledek 2.5. Pokud relace R na mnoziné X je reflexivni a tranzitivni, potom R = R"™ pro kazZdé
n € N.

3 Zobrazeni

Definice zobrazeni. Specialnim druhem relaci jsou zobrazeni. Zobrazeni f je relace na X x Y takova,
ze pro kazdé x € X existuje pravé jedno y € Y, ze (x,y) € f. Jinymi slovy, z kazdého prvku
mnoziny X vede préavé jedna Sipka do mnoziny Y. Protoze pro pevné z je y takové, ze (z,y) € f,
uréené jednoznacéné, nékdy se toto y oznacuje f(x). Rika se, Ze f je zobrazeni z X do Y, co% se
znac¢i f : X — Y. Poznamenejme, ze pro zobrazeni se nékdy pouziva i pojem funkce, historicky
byl termin funkce rezervovan pro zobrazeni do realnych nebo komplexnich ¢isel. Pro nas budou oba
pojmy totozné.

Skladani zobrazeni funguje Gplné stejné jako skladani relaci obecné. Na druhou stranu jejich
skladani ma specifické vlastnosti, z nichz nékteré si v této kapitole predvedeme.

2Na zg, ..., z, neklademe 7adné dalsi pozadavky, napiiklad rozhodné neplati, ze by musely byt po dvou rtizné.



Tvrzeni 3.1. Necht f a g jsou libovolnd zobrazeni, f : X — Y, g:Y — Z. Potom go [ je také
zobrazent.

Dikaz. Vime, Ze go f je relace na X x Z. Potfebujeme ukézat, Ze je zobrazenim. Necht (x, z) € go f.
Uvazme, pro¢ vede Sipka v go f z & do z. Musi existovat y € Y, Ze (z,y) € f a (y,z) € g. Protoze
ale f je zobrazeni, je takové y urdené jednoznacné jako f(z). Protoze g je zobrazeni, y jednoznacéné
urcuje z jako g(y). Tedy z kazdého x vychdzi pfesné jedna Sipka do g(f(x)) a g o f je zobrazeni. O

Vlastnosti zobrazeni. Zobrazeni mize mit jednu z néasledujicich t¥1 vlastnosti. Rikdme, Ze zobrazeni
f: X —>Yje

e prosté (injektivni), pokud Va1, 20 € X : f(21) = f(x2) = 21 = 22,
e na (surjektivni), pokud Vy € Y Jx € X, ze f(x) =y, a
e bijektivni, pokud je zaroven prosté a na.

Jinymi slovy, zobrazeni je prosté, pokud do kazdého prvku y € Y vede nejvyse jedna Sipka, a je na,
pokud do kazdého vede alespon jedna Sipka.

Tvrzeni 3.2. Necht [ je zobrazeni z X do X, kde X je konecnd mmnoZina. Toto zobrazeni je prosté,
praveé kdyz je na.

Diikaz. Pokud je f prosté, do kazdého x € X vede nejvysSe jedna Sipka. Protoze ale Sipek je stejné
jako prvki v X, vede do kazdého z nich pravé jedna Sipka.? Tedy do kazdého x € X vede alespoil
jedna Sipka a f je zobrazeni na. Druha implikace se ukdze podobné. O

Naopak pokud je X nekonecna mnozina, tvrzeni neplati. Uvazme napiiklad zobrazeni f : N —
Na g:N— N definované f : 2 — 2z a g : x — | %£].* Zobrazeni f je prosté, ale neni na. Naopak g je
na, ale neni prosté.

Velice dtlezité zobrazeni identita id : X — X je definované takto: Vo € X :id(x) = x. Identita
je neutralni zobrazeni na skladani—tedy Vf plati foid = f aido f = f, pokud slozeni davaji smysl.
Vyse uvedend zobrazeni f a g jsou skoro inverzni. Slozenim z jedné strany jako g o f dostaneme
identitu. Pfi slozeni opacném vsak identitu nedostaneme. K zamysleni: Jak vypada f o g7

Na zaveér si ukazeme, jaky vliv ma skladani zobrazeni na jejich vlastnosti.
Tvrzeni 3.3. Necht f: X — Y ag:Y — Z jsou prostd zobrazeni. Potom 1 zobrazeni go [ je prosté.

Dikaz. Predpokladejme pro spor, Ze by existovala x1,20 € X a z € Z, Ze 1 # xa, (21,2) € go f
a (x2,2) € go f. Tedy existuji y1 a yo (navic urcené jednoznacné), ze (z;,vy;) € f a (yi,2) € g pro
i € {1,2}, jinak by Sipky (z1,2) a (z2,z) nebyly ve slozeni g o f. Protoze f je prosté, nemtize byt
Y1 = Y2, jinak by do y; = yo vedly dvé Sipky z f. Také g je prosté, a tedy nemize byt y; # yo, jinak
by dvé sipky vedly do z. Tyto dvé moznosti jsou naznaceny na obrazku 7. Dostavame spor, a tedy
go f je prosté. O

Je prirozené se ptat, zda plati opacné tvrzeni, tedy zda prosté zobrazeni g o f Tika, ze by i f a
g byla prosta zobrazeni.

Tvrzeni 3.4. Necht f : X —Y ag:Y — Z jsou zobrazeni a g o f je prosté. Potom i [ je prosté.

Dikaz. Dokézeme sporem. Pokud zobrazeni f neni prosté, existuji 1, z0 € X, Ze 21 # 22 a f(x1) =
f(xz2) = y. Ale zobrazeni g zobrazi y na ¢g(y) = z. Tedy ve slozeni dostaneme Sipky (x1,2) a (z2,2) a
zobrazeni g o f neni prosté. To je hledany spor. O

Na prvni pohled se mize zdat, ze vyse uvedeny dikaz lze snadno upravit a dokazat, ze i g
musi byt prosté. Takovy postup je vSak odsouzeny selhat, nebot tvrzeni pro g neplati. Vyvraci ho
napfiklad protipriklad na obrazku 8, g o f je zjevné prosté, ale g neni.

3Pro¢? Pokud by do né&jakého prvku sipka nevedla, méli bychom |X| 8ipek, které vedou do |X| — 1 prvki. Tedy
podle Dirichletova principu by do jednoho z nich vedly alespon dvé sipky, coz nejde.
4Tento zépis v piipadé f fiki: Vo € N: f(z) = 2z.
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Obrazek 8: Protiptiklad, funkce g neni prostd, ale g o f prosta je.

Protiptiklad pfesné ukazuje, kde je problém. Pokud zobrazeni g neni prosté, existuji y1,y2 € Y
az€Z,zey1 #ya2, (Y1,2) € g a (ya2,2) € g. Oviem aby se tyto Sipky ve slozeni projevily a zptisobily,
ze go [ nebude prosté, musi néjaka Sipka v f vést z X do y; a néjakd do y». To ovSem nemusi obecné
platit.

Z tohoto plyne nasledujici pouceni. Pokud néco dokazujeme, musime dbat na detaily. Jinak
totiz snadno dokaZeme néco, co neplati.

4 Ekvivalence

Definice ekvivalence. Ekvivalence jsou relace, které jsou soucasné reflexivni, symetrické a tranzitivni.
V matematice se tento pojem vyskytuje velice Casto, a proto se s nim alespon strucné seznamime.
Ekvivalence rozdéluji prvky mnoziny X do skupin, kterym se tika tridy ekvivalence. Dva prvky ze
stejné tfidy jsou vzdy v relaci, naopak dva prvky z réznych tiid nikdy v relaci nejsou. Ekvivalence
sdruzuje prvky, které jsou néjakym zptsobem podobné, neboli ekvivalentni.

Klasickym pfikladem ekvivalence je relace Ry, kde k& € N, na mnoziné Z, kde (n,m) € Ry,
praveé kdyz n a m maji stejny zbytek po déleni k. Uvazme k£ = 5. Tato ekvivalence je nakreslena na
obrazku 9. Ekvivalence ma pét tfid ekvivalence, podle zbytku ¢isla po déleni péti.
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Obrazek 9: Ekvivalence rozdéli ¢isla podle zbytkd po déleni & na t¥idy ekvivalence.

Ukazeme si né€kolik prikladu relaci a pokusime se urcit, jestli to jsou ekvivalence.

Piiklad 4.1. KaZdé komplexni &islo lze zapsat v poldrnich soutadnicich ve tvaru r(cos ¢ + ising) =
r-e?t, kde r je vzddlenost od pocdtku a ¢ je uhel (uvazujeme tihly v intervalu [0,27). Definujme relace
R a S na C jako:

R:{(a,b), 7e |a|:|b|}, S:{(a,b), ze @achb}.



Jsou tyto relace ekvivalence?

Reseni. Relace R je ekvivalence a jeji tiidy jsou kruznice se stiedem v poéatku. Viechna ¢isla, ktera
lezi na kruznici, maji stejnou vzdalenost od pocatku. Tedy libovolna dvojice z nich je v relaci. Na-
opak pokud ¢isla lezi na rtznych kruznicich, maji jiné vzdalenosti a v relaci nejsou. Proc je relace
ekvivalence? Kazdému komplexnimu ¢islu a € C pritadime jednoznacné redlné ¢islo |a|. Rovnost na
realnych cislech je ekvivalence.

Relace S neni ekvivalence, i kdyz to neni na prvni pohled patrné. Problémem je zde pocatek,
ktery svira libovolny tihel . Pocatek by proto musel lezet v kazdé ze tfid ekvivalence, ale to neni
mozné. Selze tranzitivita a relace neni ekvivalence. O

Priklad 4.2. Zadefinujme relaci R: na R, kde € > 0, tak, Ze dvé ¢isla x,y € R jsou v relaci R., pokud
jsou “skoro stejnd”, tedy formalné

Rs = {(z,y), ze |$ - y| < 5}'
Je tato relace ekvivalence?

Reseni. Tato relace ekvivalenci samoziejmé neni, protoze nespliiuje tranzitivitu. Necht a,b,c € R.
To, Ze a je skoro stejné jako b a b je skoro stejné jako ¢, viibec neznamend, Ze i a je skoro stejné
jako c. Pokud by to totiz byla pravda, vSechna realna ¢isla by byla skoro stejna. Jako protipriklad
proti tranzitivité staci zvolit a libovolné, b :=a + § a ¢ := a + ¢. Potom (a,b) € R., (b,c) € R., ale
(a,c) ¢ Re. O

Poznamenejme, ze na predchézejici relaci je postavena prakticky cela analyza. Napriklad defi-
nice limity posloupnosti ¥ika toto: Cislo a je limita posloupnosti, pokud skoro viechna ¢leny posloup-
nosti, tedy az na kone¢né mnoho, jsou skoro stejné jako limita a, kde skoro stejnost se definuje pro
libovolné € > 0 pomoci relace R..

Prekvapeni na zavér. Na konci tohoto povidani si ukdZzeme jeden piekvapivy trik, kterym dokézeme
slavnou vétu z teorie ¢isel. Jedna se o Malou Fermatovu vétu a tento mistrny kousek objevil S. W. Go-
lomb v roce 1956. Véta rika nasledujici:

Véta 4.3 (Mala Fermatova). Necht a je libovolné prirozené cislo a p je libovolné prvodcislo. Potom
aP? — a je délitelné p, coZ se casto zapisuje

a’? —a=0 (mod p).

Diikaz. Na dikaz ptijdeme kombinatoricky, budeme pocitat ndhrdelniky tvorené p koralky a rtiznych
barev. Nejprve si vysvétlime myslenku, az poté ukazeme, Ze opravdu funguje. Kazdy z ndhrdelnika
si mizeme predstavit jako posloupnost aq,...,a, ¢isel 1,...,a, tedy dohromady existuje a” rtznych
nahrdelnikt. Pro a = 2 a p = 5 jsou vSechny nahrdelniky zobrazeny na obrazku 10.
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Obrazek 10: Existuje a? riznych nahrdelniki tvorenych p koralky a rznych barev.

Nékteré nédhrdelniky jsou ale stejné, lisi se pouze pootocenim. Rekneme, Ze dva nahrdelniky
jsou ekvivalentni, pokud jsou stejné az na pootoceni. Rozmyslete si, ze tato relace je to skutecné
ekvivalence na nahrdelnicich, tedy Zze je reflexivni, symetrickd a tranzitivni. Na obrazku 11 jsou
nakresleny tiidy ekvivalence s prislusnymi nédhrdelniky.

Vsimnéme si, ze t¥idy jsou dvou druhi. Jednak nalezneme a jednoprvkovych tiid, které jsou
tvofeny jednobarevnymi ndhrdelniky. Ostatni tiidy vzdy obsahuji p ekvivalentnich nahrdelniki. Tvr-
dime, ze toto neni ndhoda a uplné stejné budou tfidy vypadat pro libovolnd a a p. Uvédomme si,
ze pokud bychom to uméli dokazat, je celd véta dokdzana. Existuje totiz aP? — a nejednobarevnych
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Obrazek 11: Ekvivalence obsahuje dva druhy t¥id, jednoprvkové a p-prvkové.

nahrdelnikt. Pokud je umime rozdélit do t¥id ekvivalence po p prvcich, pak musi byt jejich pocet
aP? — a délitelny p.

Uvazme jeden pevny nahrdelnik délky k, coz na chvili nemusi byt prvocislo, a budeme zkoumat
t¥idu ekvivalence, do které patti. Mizeme ho pootocit o 0, ...,k — 1 kordlkl, takze teoreticky muize
tato trida obsahovat az k odlisSnych nédhrdelniki. Néktera z pootoceni v§ak mohou dopadnout stejné,
a tedy tfida muze byt mensi. Napiiklad pro £ = 6 mizeme mit tfidy obsahujici teoreticky az Sest
nahrdelnikt, ale v pfipadé nadhrdelniku na obrazku 12 bude tfida jenom tfiprvkova, prvni tii natoceni

jsou stejna jako posledni tri.

Obrazek 12: Nahrdelnik délky Sest, ktery tvofi tfidu ekvivalence velikosti tfi. Nahrdelnik se sklada ze
dvou bloku délky tfi, vyznacenych na nahrdelnicich.

Pokud se tak ale stane, nahrdelnik se musi skladat z opakujicich se blokti mensi délky. Naptiklad
nahrdelnik na obrazku se sklada ze dvou bloki délky tii tvofenych dvéma cernymi a jednim bilym
koralkem. Ttida ekvivalence bude potom obsahovat presné tolik prvkid, jaka je tiida nejkratsiho
opakujiciho se bloku, ktery tvori cely nahrdelnik.

Klicovy fakt je, ze délka bloku musi délit k. V nasem pripadé je k prvocislo p, které je délitelné
pouze 1 a p. Pokud je ndhrdelnik tvoreny opakujicimi se bloky délky jedna, potom je jednobarevny
a ma jednoprvkovou t¥idu ekvivalence. Ostatni nahrdelniky jsou tvoreny jedinym blokem délky p, a
proto je jejich t¥ida ekvivalence velka presné p. Tim je dikaz dokoncen. O

Algebraicky dodatek. Pii studiu algebry se s ekvivalencemi setkdvame na kazdém kroku. Pokusime
se naznacit si par myslenek, které mozna vnesou lepsi svétlo do predchoziho dikazu. Zkoumame-
li napriklad nahrdelniky, ¢asto nas nezajimaji identické nahrdelniky, které se lisi jenom pootocenim
nebo jinou symetrii, tfeba zrcadlenim. V algebfe podobné symetrie mnoziny objekt souvisi s pojmem
akce grupy na mnoziné.

Vysvétlime si vyznam jednotlivych pojmt. MnoZina je v nasem piipadé mnozina vSech nahr-
delnikti, bez ohledu na symetrie, tedy obsahuje a” prvkt. Grupa popisuje symetrie, které pro néhr-
delniky uvazujeme. V nasem ptipadé to je grupa vsech pootoceni ndhrdelniku o 0,...,p — 1 koralkd.
Akce popisuje, jak se symetrie aplikuji na prvky mnoziny. Tedy svazuje dva stejné prvky mnoziny
(aZ na symetrii) s touto symetrii. Jestlize M je mnozina a G = (G, ") je grupa, akce je zobrazeni
o: M x G — M. V nasem pripadé akce vezme nahrdelnik a pootoceni z grupy a vysledkem bude
pootoceny nahrdelnik.

Nejprve si vysvétlime, pro¢ G tvori grupu. Jak jisté vite z hodin algebry, grupa je mnozina
prvki spolu s grupovou operaci, ktera se chova hezky.? V nasem piipadé prvky grupy jsou symetrie,

5Co to znamena formalné? Grupa je usporadana dvojice G = (G, ), kde - : GXG — G. Navic existuje neutralni prvek



které na mnoziné M uvazujeme. Grupova operace potom symetrie sklada, tedy slozeni dvou symetrii
je zase symetrie. Skladani musi spliovat axiomy grupy, tedy existuje neutralni symetrie identita, ktera
nic neméni. Déle ke kazdé operaci existuje inverzni symetrie, kterd zménu vrati zpét. Formalné jesté
musime pozadovat dal§i vlastnosti od akce 0.6 V pifpadé néhrdelniki je G aditivni grupa Z,.

Grupa G ndm definuje néasledujici relaci R na mnoziné M. Necht mi,ms € M. Dvojice
(m1,ma) € R, pravé kdyz dg € G, ze my o g = ma. Jinymi slovy, v relaci jsou ty dvojice, které
jsou stejné az na néjakou symetrii danou grupou. Protoze G je grupa, vznikla relace R bude vzdy
ekvivalence. Zkuste si rozmyslet, pro¢ tomu tak je. Ttidy ekvivalence budou odpovidat jednotlivym
prvkiim, které jsou skuteéné odlisné. Cim vétsi je grupa symetrii, tim jsou prvky mnoziny symetrictéjsi
a tfidy ekvivalence vétsi.

V souvislosti s akci grupy na mnoziné si ¢lovék muze klast fadu otazek. Treba: Kolik prvka
obsahuje mnozina az na symetrie dané grupou? Tedy kolik t¥id ekvivalence ma relace R? Existuje
Burnsidovo lemma, které umozni tyto otazky snadno zodpovédét, ale to uz by bylo na jiné povidani.

5 Cviceni

1. Rozhodnéte, zda nasledujici relace jsou reflexivni, antireflexivni, symetrické a tranzitivni:
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R={(z,y) | 2> +1>y}, S={(xy)||z|>y}.

2. Uvazme relaci < na mnoziné R. Jak vypadd mocnina <"?

3. Relaci R na X X Y lze reprezentovat jako matici | X| x |Y|, kde na pozici 4, j je jednicka, pokud
(i,j) € R a nula jinak. Objevte souvislost mezi skladdnim a ndsobenim matic.

4. Naleznéte relaci R na kone¢né mnoziné X, ze R™ # R"*! pro kazdé n € N.

5. Ukéazali jsme si, ze skladani relaci neni obecné komutativni. Rekneme, Ze relace R na mnoziné X
komutuje se vsim, pokud RoS = So R pro kazdou relaci S na mnoziné X. Dokazte, ze identita
(relace, kterd ma pouze smycky u kazdého prvku) a prézdna relace (relace, kterd neobsahuje
zddnou dvojici) komutuji se v§im. Dokazte, ze zddna dalsi takova relace neexistuje.

6. Necht f: X — Y ag:Y — Z jsou zobrazeni na. Plati, ze i g o f je na? Naopak, necht go f je
na. Vyplyva z toho, ze f je na ¢i g je na?

7. Necht f : X — X je zobrazeni, ze f o f = f. Musi nutné platit, ze f = id? Charakterizujte
vSechny takové zobrazeni.

8. Plati podobné jako u zobrazeni, ze by slozeni dvou ekvivalenci na mnoziné X byla opét ekvi-
valence na mnoziné X?

9. Dokazte, ze relace R popisovana v algebraickém dodatku je skutecné pro libovolnou akci grupy
na mnoziné ekvivalence.

1€ G vidi -, tedy Vg € Gjeg-1=1-g=g. Dale ke kazdému prvku existuje inverzni prvek, tedy Vg € G 3g~! € G,
ieg-g_lzg_l-gzl.
6Tteba, ze Yg1,92 € G a Vm € M plati (mogi)oga =mo(g1-9g2), nebo Vm € M plati mo1=m.
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