Kombinatorika a grafy I: série 1 — opakovani diskrétni matematiky

Vsechny kroky fesSeni je tfeba peclivé zdiivodnit nebo dokézat.

Uloha 1. Barevnost x(G) grafu G je nejmensi piirozené ¢&islo k takové, Ze existuje obarveni vrcholi
f:V(G) — [k] takové, ze f(u) # f(v) pro kazdou hranu uv (kde [k] je mnozina {1,2,...,k}). Dokazte
nasledujici odhady barevnosti.
a) Pro kazdy graf G plati: x(G) < A(G) + 1, kde A(G) je maximalni stupeni vrcholu v G. (1 bod)
b) Pro kazdy d-degenerovany graf G plati: x(G) < d+ 1. Graf je d-degenerovany, pokud v ném existuje
vrchol stupné nejvyse d a po jeho odebrani ziskdme d-degenerovany graf G’ (tedy opét muiizeme
odebrat dalsi vrchol stupné nejvyse d). Napiiklad rovinné grafy jsou 5-degenerované. (2 body)

Uloha 2. Necht a(G) znaéi velikost nejvétsi nezavislé mnoziny grafu G. Nezavisl4 mnoZina je podmno-
ziny vrchold, Ze zadné dva z nich nejsou spojeny hranou. Dokazte, ze

n
G)> —i—.
@z x@71
(8 body)
Uloha 3. Dokazte, ze Petersentiv graf neni rovinny. (2 body)
Uloha 4. Spoététe pocet koster tiplného bipartitniho grafu Ka . (2 body)

Uloha 5. Nechf graf G ma minimélni stupeii vrcholu 6 > 2. Dokaite, 7e se v grafu nachazi cesta délky
alespon 0 a kruznice délky alespon § + 1. (2 body)

Uloha 6. Tah je posloupnost stiidavé vrcholil a hran vieivses . .. e,v,, kde se zadna hrana neopakuje,
tedy pro ¢ # j plati e; # e;. Naopak vrcholy se opakovat mohou.
a) Dokazte, ze méa-li souvisly graf G vSechny stupné sudé az na dva vrcholy, lze jeho hrany nakreslit

jednim (ne nutné uzavienym tahem). (1 bod)

b) Rozhodnéte, zda lze kazdy souvisly graf G, ktery mé 2k vrchold lichého stupné a ostatni sudého,

nakreslit pomoci & disjunktnich ne nutné uzavienych tahi. (8 body)
Uloha 7. Necht G znaéi doplnék grafu G. Tedy V(G) = V(G) awv € E(G) < wv ¢ E(G).

a) Naleznéte graf G, ze G = G. (1 bod)

b) Dokazte, Ze kazdy takovy graf musi byt souvisly. (2 body)

c) Naleznéte nekonec¢nou tfidu takovych graft. (4 body)



