Dvé roviny v R* (1 bod)

Rovina je podmnozina R* uréend riiznobé&znymi vektory u a v (tedy su # tv pro s,t # 0) a vektorem
w (bod, kterym rovina prochézi) a jsou to vSechny vektory

{w+su+tv|s,teR}

Uloha. Rozhodnéte, zda existuji dvé roviny v R%, jejichz prinikem je pravé jeden bod.

Matice pro vypocet Fibonnaciho éisel (3 body)

Necht F}, je n-té Fibbonaciho ¢islo. Ta definujeme nésledovné:
Fy =0, =1, Fojo=Fop + F,.

UvaZme dvou slozkovy vektor tvofeny dvéma po sobé jdoucimi Fibonnaciho ¢isly: (Fy, F41). Uvazme
matici M definovanou nasledovné:
0 1
M= .

Soucin vektoru s matici M je nasledujici:

0 1
(Fr, Foq1) - (1 1) = (Fet1, Fx + Frt1) = (Feg1, Frt2),

tedy dostavame nasledujici Fibbonaciho ¢islo. Nasobit matici M zprava miizeme znovu a znovu a jelikoz
nasobeni matic je asociativni, dostavame nasledujici postup pro vypocet F);:

(Fn, Foy1) = (Fo, FA) M -M---M = (Fo, Fy)- M™.

Pfitom M™ umime spocitat v ¢ase O(log N).

Uloha. Zkuste vise uvedeny postup zobecnit a tim i pochopit, jak jsme vySe uvedenou matici M ziskali.
Maéme néjakou obecnou rekurzivné zadanou posloupnost. Nékolik prvnich ¢lent Ay az Ax_1 je pevné
urceno. Kazdy dalsi ¢len je tvoren linedrni kombinaci k£ pfedchazejicich clenti, tedy plati

An-l—k = ak—lAn—H’c—l + ak—2An+k—2 + -+ alAn—i-l + aOAn

pro pevna ¢isla ag az ag_1.-

Priklad. Posloupnost miiZze mit tfeba uréené prvni t¥i éleny: Ag = 1, A; = 2, A = 3 a dalsi ¢leny jsou
uréeny predpisem A, 13 = Ant2 — Any1 + 34,,. Zacatek posloupnosti je:

(1,2,3,4,7,12,17,26,45,.. ).

Zobecnéte nasobici postup uvedeny vyse, tedy popiste konstrukci podobné matice pro obecnou
posloupnost a pochopitelné dokazte, ze mé pozadované vlastnosti.

Hint. Zkuste nejprve uvazovat posloupnosti pro k = 2, tedy posloupnosti zavislé jenom na dvou pred-
chézejicich c¢lenech. I za takové feSeni lze ziskat alespon jeden bod.



Permutacni matice (3 body)

Permutace urcité znate z diskrétni matematiky, je to bijektivni zobrazeni 7w : X — X. Bijektivni
znamend, ze pro kazdé z,y € X, pokud w(z) = 7(y), potom x = y. Intuitivné, permutace je néjaké
uspofadani prvku v X. Déle nds budou zajimat permutace mnoziny X = {1,2,...,n}.

Pro permutaci 7 je permutac¢ni matice P, ¢tvercova matice n x n dana predpisem:

_J1 pron(i) =y,
(PF)” - {0 jinak,

tedy je to nula-jednickova matice, ktera ma v i-tém fadku jsou skoro samé nuly a jedina jednicka je na
pozici 7 (7).

Priklad. Ukézeme si dva ptiklady. Pro n = 5 méjme permutace 7 a o dané néasledujicim pfedpisem:

(1) =3, o(2) =1, o(3) =2, o(4) =5, o(5) =4.

Tyto permutace maji permutacni matice P, a P,:

01 0 0O 001 0O
0 01 0O 1 0 0 0 O
P.=11 0 0 0 0 a P,=]101 0 0 0
0 00 01 0 0 0 01
0 0010 00 010

Uloha. Pro permutacni matice vyreste nasledujici:

a) Naleznéte inverzni matice P, a P, z pfikladu.

b) Pro¢ se permuta¢nim maticim k4 permutacni? Pokud vam takovéa otézka pripada piilis obecné:
UvaZte, co permuta¢ni matice provadi s matici A (pochopitelné spravné velikosti), pokud ji nasobi
zleva ¢i zprava.

c) Permuta¢ni matice lze spolu nésobit, tedy pro libovolné permutace 7 a ¢ mé P, P, smysl. UkaZte,
Ze soucin permutacnich matic je opét permutacni matice a ze tato permutace je v urcitém vztahu k
témto dvéma permutacim. Tedy dokazte, Ze existuje permutace 7, ze P. = P, P, a popiste vztah 7
ST ao.

d) Pro kazdou permuta¢ni matici existuje inverzni matice, nebot permutac¢ni matice maji plnou hod-
nost, rank(P,) = n. Pro libovolnou permutaci 7 ukazte, ze P ' = PI a 7e P! je opét permutad¢ni
matice néjaké permutace o a popiste vztah o a 7.

Binarni ¢isla a grupy (2 body)

UvaZme vSechna k-bitova binarni ¢isla, to jsou vlastné posloupnosti prvki {0,1} délky k. Pro dvé
takova ¢isla budeme uvazovat nékolik bitovych operaci. To jsou operace, které se aplikuji vzdy na dvojice
bitd na stejné pozici a vysledkem je jeden bit vysledku, tedy operace f : {0,1} x {0,1} — {0,1}.
Konkrétné budeme uvazovat ¢tyfi operace AND (&), OR (V), XOR () a EKV (&), které jsou definované
nasledujicimi tabulkami:

& 01 Vio|1l ©|0]1 <01
01010 0|01 0101 0(1/0
1101 11111 11110 1101

Priklad. Mozn4 nésledujici ptiklad 1épe osvétli, jak tyto operace pfesné funguji. Uvazme 6-bitova ¢isla
a = 011010 a b = 110110, dostavame a & b = 010010, a V b = 111110, a ® b = 101100 a a < b = 010011.

Uloha. Uvazme vSechna k-bitova ¢isla. Se kterou z téchto éty¥ operaci tvoii grupu a se kterou naopak
grupu nedostaneme? Pokud grupu tvofi, naleznéte navic jeji neutralni prvek a inverzni prvky.



Konec¢nia télesa jsou jenom fadu mocniny prvocisla (zatim 5 bodu)

Rdd télesa je pocet jeho prvki. DokaZzeme si spoleéné slavnou vétu, kterd dava kompletni charakte-
rizaci koneénych téles:

Véta. Konecné téleso | fadu r existuje, pravé kdyz r je mocnina prvocisla p*.

Dokonce plati, ze konec¢né téleso daného fadu je uréeno jednozna¢né (aZ na isomorfismus, ktery si
lze pfedstavit jako pfejmenovéani prvki). Piekvapivé na dikazu této véty bude, Ze se v ni dokonce objevi
vektorové prostory a jejich baze, prestoze v definici télesa se viibec nevyskytuji a naopak vektorové
prostory se definuji pomoci téles.

Nejprve ukazeme, Ze neexistuje koneéné téleso, jehoz fad by nebyl mocninou prvodisla!

Co o télesech uz zname ...
V samotném ditkazu miuZzeme pouZit pouze axiomy télesa a jejich dusledky! P¥ipomenme si, co
fikaji axiomy télesa:
e Té¢leso je struktura s dvéma operacemi — s¢itdnim a nasobenim.
e Téleso obsahuje dva specidlni prvky, neutralni prvek na s¢itani (budeme znaéit 0) a neutralni prvek
na nasobeni (znacime 1).
e 7 hlediska sc¢itani se téleso chova jako grupa — méme inverzni prvky a neutralni prvek.
e 7 hlediska nasobeni se téleso bez 0 chova jako grupa — opét mame inverze a neutralni prvek.
e Navic operace s¢itani a nasobeni jsou dohromady svazané distributivitou.

Kromé axiomti vSak zname i dalsi véci o té€lesech. Na cvicenich jsme ukézali, Ze operace v télese
splnuji nasledujici uzite¢né vlastnosti:

o Neutralni prvky 0 a 1 a inverze pro obé& operace jsou uréeny jednozna¢né (protoze jsou to grupy!).
o Libovolny néasobek 0 je zase nula: a -0 = 0.

o Pokud a 4+ b =a + ¢, potom b = c.

o Podobné pro nasobeni a a #0: a-b=a- ¢, potom b = c.

o Neexistuji dvé nenulova ¢isla a a b, ze a - b = 0.

7, je téleso (1 bod)

Na rozjezd vyfesime télesa s prvociselnou velikosti. Uvazujme strukturu Zj tvofenou ¢isly 0, ..., k—1
a operacemi séitani a nasobeni definovanymi jako zbytek pfi celo¢iselném séitani a nasobeni.

Priklad. Naptiklad pro Z4 a prvky a = 2 a b = 3: Dostaneme, ze a +b =1 a a - b = 2, nebot presné
takové zbytky maji ¢isla 5 a 6 po déleni 4.

Uloha. Dokaite, ze Z,, je téleso, pravé kdyz p je prvocislo.

Hint. Pokud p neni prvocislo, dokazali jsme si jiz na cviceni, ze téleso nedostaneme, pripomente si. Pro
prvocisla: se s¢itanim to bude docela jednoduché. Naopak je tieba pro kazdy prvek a ukazat, Zze nasobeni
timto prvkem je prosté, tedy ze neexistuje dvé rozdilna ¢islaba c, aby a-b=a-c.

Charakteristika a podtéleso 7, (2 body)

Charakteristika je nejmensi prirozené ¢islo k takové, ze soucet k jednicek 14+1+4---+1 = 0, pfipadné
0, pokud takové k neexistuje (tFeba redlna ¢isla). Ukazte pfekvapivou vlastnost charakteristiky koneénych
téles.

Uloha. Dokazte, ze pro kazdé konecné téleso F je jeho charakteristika néjaké prvoéislo p.

Hint. Ukazte nejprve, ze charakteristika je nenulova. Poté zkuste dokazovat sporem. Kdyby charakte-
ristika nebyla prvociselné, co by bylo Spatné?

Oznac¢me soucet k jedni¢ek pomoci k. V télese tedy mame prvky 0,...,p — 1.
Uloha. Ukaite, ze prvky 0,...,p — 1 tvoii podtéleso totozné Z,.

Hint. Ovéite, Ze také nasobeni je v télese F definované totozné jako v télese Z,,.



Coze? Téleso je vektorovy prostor? (2 body)

Nyni vyuZijeme ziskané znalosti o télesech a dokonc¢ime ditkaz pfekvapivym tskokem, v8ak posudte
sami.

Uloha. Dokazte, ze kazdé koneéné téleso F charakteristiky p je vektorovy prostor V nad télesem Zy.
Operace V definujeme takto: s¢itani vektori odpovida s¢itani v télese a skalarni nasobeni nasobenim v
télese (protoze 7, je podtéleso F, l1ze to takhle udélat).

Hint. K tomu potfebujeme dokézat, ze vznikla struktura spliiuje vSechny axiomy vektorového prostoru.
Neplyne to snadno z toho, ze [ je téleso?

Vime, Ze vektorové prostory tvori silné preduréenou strukturu, pojdme toho tedy vyuzit.
Uloha. Vektorovy prostor V ma kone¢nou dimenzi k, dokazte.

Podle Steinitzovy véty vime, ze existuje néjaka baze B velikosti k. Sice viibec netusime, jak vypada,
ale to nebudeme potfebovat — staci védét, ze existuje.
Bude se hodit jesté jedno obecné tvrzenicko o bazich a linearnich kombinacich.

Uloha. Necht B je baze vektorového prostoru, potom jednotlivé linearni kombinace vektort baze definuji
po dvou riazné vektory. Tedy formalné:

k k
Zaibi = Zdzbz = Vi:o; = ;.
=1 i=1

Dokazte.

Hint. Co by jinak bylo spatné? Opravdu by B byla béaze, kdyby to neplatilo?
A na zavér slozme oba poznatky dohromady.

Uloha. Koneéné téleso F ma p* prvki.

Hint. Kolik rozdilnych lineadrnich kombinaci vektort z B existuje? Pro¢ z toho plyne, Ze téleso F ma
presné p* prvka?

Tim jsme ukazali neexistenci koneéného télesa velikosti, ktera neni mocnina prvocisla. Pokud jste se
dostali az sem (a pfipadné v8echna tvrzeni po cesté dokézali), mate mij obdiv. Zbytek zase nékdy ptisté
(aZ to sém pochopim).



