Konec¢nia télesa jsou jenom fadu mocniny prvocisla (15 bodu)

Rdd télesa je pocet jeho prvki. DokéaZzeme si spoleéné slavnou vétu, kterd dava kompletni charakte-
rizaci koneénych téles:

Véta. Konecné téleso | fadu r existuje, pravé kdyz r je mocnina prvocisla p*.

Dokonce plati, ze konec¢né téleso daného fadu je uréeno jednozna¢né (aZ na isomorfismus, ktery si
lze pfedstavit jako pfejmenovéani prvki). Piekvapivé na dikazu této véty bude, Ze se v ni dokonce objevi
vektorové prostory a jejich baze, prestoze v definici télesa se viibec nevyskytuji a naopak vektorové
prostory se definuji pomoci téles.

Nejprve ukazeme, Ze neexistuje koneéné téleso, jehoz fad by nebyl mocninou prvodisla!

Co o télesech uz zname ...
V samotném ditkazu miuZzeme pouZit pouze axiomy télesa a jejich dusledky! P¥ipomenme si, co
fikaji axiomy télesa:
e Té¢leso je struktura s dvéma operacemi — s¢itdnim a nasobenim.
e Téleso obsahuje dva specidlni prvky, neutralni prvek na s¢itani (budeme znaéit 0) a neutralni prvek
na nasobeni (znacime 1).
e 7 hlediska sc¢itani se téleso chova jako grupa — méme inverzni prvky a neutralni prvek.
e 7 hlediska nasobeni se téleso bez 0 chova jako grupa — opét mame inverze a neutralni prvek.
e Navic operace s¢itani a nasobeni jsou dohromady svazané distributivitou.

Kromé axiomti vSak zname i dalsi véci o té€lesech. Na cvicenich jsme ukézali, Ze operace v télese
splnuji nasledujici uzite¢né vlastnosti:

o Neutralni prvky 0 a 1 a inverze pro obé& operace jsou uréeny jednozna¢né (protoze jsou to grupy!).
o Libovolny néasobek 0 je zase nula: a -0 = 0.

o Pokud a 4+ b =a + ¢, potom b = c.

o Podobné pro nasobeni a a #0: a-b=a- ¢, potom b = c.

o Neexistuji dvé nenulova ¢isla a a b, ze a - b = 0.

7, je téleso (3 body)

Na rozjezd vyfesime télesa s prvociselnou velikosti. Uvazujme strukturu Zj tvofenou ¢isly 0, ..., k—1
a operacemi séitani a nasobeni definovanymi jako zbytek pfi celo¢iselném séitani a nasobeni.

Priklad. Naptiklad pro Z4 a prvky a = 2 a b = 3: Dostaneme, ze a +b =1 a a - b = 2, nebot presné
takové zbytky maji ¢isla 5 a 6 po déleni 4.

Uloha. Dokaite, ze Z,, je téleso, pravé kdyz p je prvocislo.

Hint. Pokud p neni prvocislo, dokazali jsme si jiz na cviceni, ze téleso nedostaneme, pripomente si. Pro
prvocisla: se s¢itanim to bude docela jednoduché. Naopak je tieba pro kazdy prvek a ukazat, Zze nasobeni
timto prvkem je prosté, tedy ze neexistuje dvé rozdilna ¢islaba c, aby a-b=a-c.

Charakteristika a podtéleso 7, (6 bodu)

Charakteristika je nejmensi prirozené ¢islo k takové, ze soucet k jednicek 14+1+4---+1 = 0, pfipadné
0, pokud takové k neexistuje (tFeba redlna ¢isla). Ukazte pfekvapivou vlastnost charakteristiky koneénych
téles.

Uloha. Dokazte, ze pro kazdé konecné téleso F je jeho charakteristika néjaké prvoéislo p.

Hint. Ukazte nejprve, ze charakteristika je nenulova. Poté zkuste dokazovat sporem. Kdyby charakte-
ristika nebyla prvociselné, co by bylo Spatné?

Oznac¢me soucet k jedni¢ek pomoci k. V télese tedy mame prvky 0,...,p — 1.
Uloha. Ukaite, ze prvky 0,...,p — 1 tvoii podtéleso totozné Z,.

Hint. Ovéite, Ze také nasobeni je v télese F definované totozné jako v télese Z,,.



Coze? Téleso je vektorovy prostor? (6 bodu)

Nyni vyuZijeme ziskané znalosti o télesech a dokonc¢ime ditkaz pfekvapivym tskokem, vSak posudte
sami.

Uloha. Dokazte, ze kazdé konecéné téleso F charakteristiky p je vektorovy prostor V nad télesem Zp.
Operace V definujeme takto: s¢itani vektori odpovida s¢itani v télese a skalarni nasobeni nasobenim v
télese (protoze 7, je podtéleso F, lze to takhle udélat).

Hint. K tomu potfebujeme dokézat, ze vznikla struktura spliiuje vSechny axiomy vektorového prostoru.
Neplyne to snadno z toho, ze F je téleso?

Vime, ze vektorové prostory tvoii silné predurcenou strukturu, pojdme toho tedy vyuzit.
Uloha. Vektorovy prostor V mé koneénou dimenzi k, dokazte.

Podle Steinitzovy véty vime, ze existuje néjaka baze B velikosti k. Sice viibec netusime, jak vypada,
ale to nebudeme potfebovat — staci védét, ze existuje.
Bude se hodit jesté jedno obecné tvrzenicko o bazich a lineadrnich kombinacich.

Uloha. Necht B je baze vektorového prostoru, potom jednotlivé linearni kombinace vektort baze definuji
po dvou rtzné vektory. Tedy formalné:
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Dokazte.

Hint. Co by jinak bylo Spatné? Opravdu by B byla béaze, kdyby to neplatilo?
A na zavér slozme oba poznatky dohromady.

Uloha. Koneéné téleso F ma p* prvk.

Hint. Kolik rozdilnych lineadrnich kombinaci vektort z B existuje? Pro¢ z toho plyne, Ze téleso F ma
presné p* prvka?

Tim jsme ukazali neexistenci kone¢ného télesa velikosti, kterd neni mocnina prvocisla. Pokud jste se
dostali az sem (a pfipadné v8echna tvrzeni po cesté dokézali), mate mij obdiv. Zbytek zase nékdy ptisté
(aZ to sém pochopim).

Determinant je multilinearni alternujici forma (15 bodu)

Témito slovy by vam algebraik pravdépodobné popsal, co je to determinant. Na jednu stranu je to
definice kratka a jednoduchd, na druhou stranu ¢lovéku neznalému téchto pojmi nefekne absolutné nic.
Pojdme si na chvilku pohrat s vlastnostmi determinantu.

Na prednasce se determinant definoval jako nicnefikajici suma:

(%) det A = Z sgn(m) H i (i)

TESn i€[n]
Pro matici 2 x 2 dostavame nésledujici vzorecek:
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‘adbc.

Jednotlivé vlastnosti si proto budeme ilustrativné ukazovat na maticich 2 x 2. MiZeme na nich snadno
zkontrolovat, ze determinant definovany (&) je spliiuje.



Definice determinantu pomoci vlastnosti

Zkusime determinant definovat pomoct vliastnosti, které splituje. Determinant det je zobrazeni, které
prifazuje étvercovym maticim redlnd ¢isla (nebo prvky jiného télesa, i kdyZ zde je maly problém s télesy
charakteristiky dva) a které spliiuje néasledujici t¥i vlastnosti:

(1) Determinant je linedrné zavisly na prvnim fddku matice. Tedy pokud prvni fadek lze zapsat jako

u + v, potom determinant této matice ziskdme jako soucet determinanttt matic s prvnim fadkem

u a prvnim faddkem v (ostatni fddky nemodifikujeme). Pokud prvni fddek je roven au, potom

determinant je roven a-nasobku determinantu matice s prvnim rddkem v. To je ona linedrnost.

a b
c d

a/ b/

c d

at+ad b+V
c d

aa  ab
c d

= , =

c d|’

+

a b ‘
(2) Prohozeni dvou fadk matice méni znaménko determinantu. Diky této vlastnosti se ¥k, Ze deter-

minant je alternujici.
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(3) Determinant jednotkové matice detI,, je roven jedné.
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Neni tézké nahlédnout, Ze definice (&) vlastnosti (1) az (3) splituje. Naopak miize byt prekvapivé,
ze funkce det je urcena témito vlastnostmi jednoznacné — nic dalsitho nepotiebujeme. To budeme chtit
dokéazat v tomto tkolu. TTeti pravidlo ndm pouze fixuje determinant néjaké matice, jinak by zobrazeni
nebylo jednoznac¢né urcené.

Odvozeni dalsich vlastnosti

Zacneme tim, Ze z vlastnosti (1) az (3) odvodime zakladni vlastnosti determinantu. Nakonec z nich
odvodime pfimo vzorecek (&), ¢imz ziskdme jednoznacnost definice.

Uloha. Vasim tikolem bude pro jednotlivé vlastnosti dokézat, Ze jsou spravné. V jejich ditkazu viak
nemuzete pouzivat nic jiného nez vlastnosti (1) az (3) a dusledkd, které z nich dokazete.

(1) Na prvnim fddku neni nic specidlniho, determinant je linedrné zévisly na libovolném Fadku matice.
Této vlastnosti se fikéd multilinedrnost.
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(4) Pokud m4 determinant nulovy fadek, je roven nule.
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(5) Pokud m4 determinant dva fadky stejné, je roven nule.
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(6) Pficteni libovolného nasobku jednoho fadku k jinému neméni determinant.
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(7) Determinant trojthelnikové matice (horni ¢ dolni) je roven souéinu prvkid na hlavni diagonéle —
det A = a1,1-a22" Ann-
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(8) Determinant kazdé singuldrni matice je nulovy, naopak reguldrni (invertovatelnd) matice mé vzdy
nenulovy determinant.



Hint. Pouzijte Gaussovu eliminaci. Jak dopadne, pokud je matice regularni? Jaky vysledek dostaneme
pro singularni matici?

(9) Determinant sou¢inu dvou matic je souéin jejich determinant — det AB = det A det B.
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Hint. Toto lze dokazat vyuzitim Gaussovy eliminace nebo nasledujicim trikem. Singularni pripady pro
A a B vyteSime zvlast. Pokud jsou obé reguldrni, definujme zobrazeni d(A) = det AB/detB. Pro
dokézani vlastnosti (9) potfebujeme ukazat, Ze zobrazeni d je determinant. K tomu staéi ovéfit, ze
spliluje vlastnosti (1) az (3).

Matice je permutacni, pokud v kazdém fadku a sloupci obsahuje pravé jednu jednicku a na ostatnich
pozicich nuly (pfesnéjsi popis s piiklady naleznete v tikolech z minulého semestru). Naleznéte souvislost
mezi determinantem této matice a znaménkem permutace, kterou reprezentuje. Zkuste to dokazat jak
pomoci vlastnosti (1) az (3), tak pomoci definice z pfednasky.

Zbyva ukazat posledni vlastnost a tim bude nas seznam vlastnosti uplny, bohuzel jeji dikaz bude

(10) Determinant matice i jeji transpozice je stejny — det A = det AT.

Hint. Neznam zadny elegantni dikaz této vlastnosti, takze pokud néjaky objevite, rad si ho prectu a
udélim bonusové body. Diikaz, ktery jsem vidél, vyuziva LDU dekompozici. Pokud je matice singularni,
tvrzen{ vyfesime zv1ast. Pokud je matice regularni, potom ji lze rozlozit na sou¢in t¥i matic L (dolni troj-
thelnikové, od anglického lower), D (diagonélni, od anglického diagonal) a U (horni trojihelnikové, od
anglického upper), kde trojihelnikové matice maji na diagonéle jednicky. Plati tedy, Ze kazdou regularni
matici A lze rozlozit:

PA = LDU,

kde P je permuta¢ni matice. Diikaz se potom provede porovnanim A a AT s vyuzitim vzorce (XY)T =
YTXT a vlastnosti (7) a (9).

Jesté par slov k LDU dekompozici obecné: Funguje tak, Ze nejprve prehazime rfadky matice A a na
vysledek provedeme Gaussovu eliminace (bez prohazovani fadkt) a tim generujeme matice L, D a U.
Pokud bychom fadky neprohéazeli, mohla by Gaussova eliminace selhat, tfeba pokud by levy horni roh
byl nulovy. Na vzniklé matice LDU dekompozice se lze divat jako na zapis jednotlivych operaci, které s
matici provadime. LDU dekompozice ma spoustu hezkych vlastnosti, kdyby vas zajimali, mtzete se mé
tfeba nékdy zeptat na cviceni.

Posledni vlastnost (10) vlastné prakticky zdvojuje seznam vlastnosti, které o determinantu zname.
Ziskdvame podobné vlastnosti o sloupeccich matice — determinant je linedrné zavisly na libovolném
sloupecku; pokud je libovolny sloupecéek nulovy nebo dva sloupecky jsou stejné, potom je i determinant
nulovy, ...

Jednoznaénost a ekvivalence s definici (&)

Nyni ndm zbyva dokézat posledni véc — jednoznaénost determinantu definovaného vlastnostmi (1)
az (3). To dokazeme tak, Ze je tato definice ekvivalentni se vzorcem (éb).

Uloha. Dokaite, Ze determinant definovany vlastnostmi (1) az (3) je ekvivalentni s definici ().

Hint. Rozdélime vypocet jednoho determinantu na vypocet n™ determinantii. Podle vlastnosti (1) roz-
délime determinant na n determinantt, kazdy z nich obsahuje pouze jedno ¢islo z prvniho fadku a na
zbyvajicich pozicich nuly:
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Stejné tak rozdélime i ostatni fadky, kazdy na n dalSich determinantu:
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Ziskame tak trivialni matice, pro které je snadné s vyuzitim vysSe uvedenych vlastnosti spocitat determi-
nant. Napriklad pro vyse uvedeny determinant dostavame 0 + ad — bc + 0 = ad — be.



