Dedekindovy fezy (20 bodu)

V této tloze se pokusime seznamit se s Dedekindovymi fezy, pomoci nichZ si zavedeme realna ¢isla.
Tuto konstrukei vymyslel a publikoval Dedekind v roce 1872. Poznamenejme, ze ve stejném roce Cantor
publikoval alternativni zavedeni realnych ¢isel jako limit Cauchyovskych posloupnosti.

Samotnou konstrukci neprovedeme do nejmensich detaili, ostatné to formalné zabere nékolik stra-
nek. Nagim cilem bude se seznamit, jak tyto fezy funguji a pro¢ maji vlastnosti, které po realnych
¢isel pozadujeme. Tou nejklicovéjsi vlastnosti bude existence suprema kazdé neprazdné shora omezené
mnoziny.

Na zacatku mame usporadané téleso racionalnich ¢isel Qq—tedy scitani a nasobeni je komutativni,
asociativni, existuji inverzni prvky a operace jsou svazané distributivitou, navic mame definované line-
arni uspofadani (tedy tranzitivni antisymetrickou relaci). Budeme chtit toto téleso rozsifit, tedy vytvorit
téleso redlnych cisel R rozsifujici Q, které bude spliiovat velice silny axiom o supremu. Dalsi velediile-
zitou vlastnosti racionalnich ¢isel, kterou budeme pottebovat, je, Ze jsou husté—mezi kazdjymi dvéma
racionalnimi ¢isly je jedno dalsi. Formalné: Pokud a,b € Q a a < b, potom existuje c € Q, ze a < ¢ < b.

Definice fezu (2 body)

Budeme chtit vyuzit faktu, Ze redlnych cisel je presné tolik, kolik je podmnozin racionalnich ¢isel.
Tedy realna cisla budeme reprezentovat jako podmnoziny racionalnich ¢isel. Ovsem ne ledajaké podmno-
ziny, budeme uvazovat pouze podmnoziny, které jsou rezy.

Rez o je podmnozina Q, kter spliiuje tii podminky:

1) « je neprézdnd, rozdilné od Q,
2) pokud p € o, ¢ € Q a g < p, potom i q € «,
3) pokud p € «, potom existuje r, Ze p < r ar € a.

Prvni podminka fika, Ze fez je netrivialni podmnozina. Druha fika, Ze fez obsahuje s kazdym realnym
¢islem i vSechna mensi. TFeti naopak rika, Ze fez neobsahuje nejvétsi racionalni ¢islo.

V dalsim textu budeme feckymi pismeny «, 3,7, ... oznacovat fezy a normalnimi pismeny racionalni
¢isla.

Uloha 1. Pro lepsi seznameni s fezy dokaZte:
1) Pokud p € a a ¢ ¢ a, potom p < g,
2) Pokudr ¢ a ar < s, potomis ¢ a.

Pan Dedekind nebyl cukraf, a tedy fezy se nejmenuji fezy podle cukrarny. Tento nazev dostaly,
nebot odpovidaji roziiznuti redlné osy na dvé ¢4sti. Realné éislo r je reprezentovano tak, Ze vezmeme
realnou osu a rozfizneme ji v bodé r na dvé ¢asti. Rez reprezentujici r jsou potom vSechna racionalni
¢isla mensi nez r. Napiiklad fez, ktery bude reprezentovat v/2 bude mnozina vsech racionalnich &isel ¢
mensich nez /2 (tedy to jsou bud ¢isla zadpornd nebo ty, Ze ¢ < 2). Tento fez je naznafen tu¢né na
obrazku.

N

Budeme muset udélat ¢tyri véci: Zadefinovat na fezech usporadani, zadefinovat operaci s¢itani,
zadefinovat operaci nasobeni a ukazat, zZe v sobé obsahuji racionalni ¢isla jako podtéleso. Pokud bychom
chtéli definici ovérit do vSech detaili, museli bychom ukéazat, Ze spliuje vSechny axiomy uspotradaného
télesa. Takovy dukaz by byl ale moc pracny, a proto ovéfime jenom nékteré axiomy. I tak ziskdme dobry
nahled do toho, jak fezy funguji, dokédzat ostatni vlastnosti by uz nebylo obtizné.

Usporadani na fezech (7 bodu)

Nadefinujeme si na fezech piirozené usporadani nasledujicim zptisobem. Rezy usporadame inkluzi,
tedy o < 8, pokud o C .

Uloha 2. Dokazte, #e pro kazdé dva Fezy nastane pravé jedna z moznosti o < 3, o = 3 nebo o > f3.
Uloha 3. Dokaite, Ze je usporfadani tranzitivni: Pro kazdé t¥i fezy o, 3, plati, ze a« < S a 3 < ~
implikuje av < 7.

Uloha 4. Ukaite, 7e plati axiom o supremu. Tedy ukaZte, Ze pro libovolnou neprazdnou shora omezenou
podmnozinu feztt M existuje sup(M ), nejmensi horni zdvora mnoziny M.

Hint: Uvazte mnozinu vSech hornich zévor, kazda z nich je fez. Definujte sup(M) jako prinik vSech
hornich zévor. Budete muset ukazat, Ze sup(M) je ez a Ze neexistuje zaddna mensi horni zévora.



Séitani ezt (7 bodu)
Pro dva fezy a a (8 definujeme sc¢itani takto:
aof={rv+tylzecayecp}
Pokud chceme néco dokazat o scitani rezi, potfebujeme vyuzit vlastnosti séitani v racionélnich
c¢islech. Jak by se dalo cekat, struktura racionélnich c¢isel se prenese i na fezy.
Uloha 5. Dokazte, 7e s¢itani @ je komutativni a asociativni.
Neutralni prvek 0* definujeme jako mnozinu vSech zdpornych racionélnich c¢isel.
Uloha 6. Dokazte, ze 0* je skuteéné neutralni prvek viiéi operaci @, tedy a @ 0* = « pro kazdy fez a.
Definovat inverzni prvek bude mali¢ko komplikovanéjsi. Necht « je libovolny fez. Definujme
(—a)={plpeQair>0,2e —r—p¢a}.
Jinymi slovy, p lezi v (—«), pokud néjaké raciondlni ¢islo mensi nez —p nelezi v a. Nésledujici obrazek

ilustruje definici. Mnozina vSech —p z definice odpovidd vSem ,vétsim racionalnim ¢islim“ nez tém
obsazenych v fezu a. MnoZina (—«) obsahuje racionélni ¢isla k nim opa¢na.

(—a) 0 @
Korektnost definice dokdZzeme ve dvou krocich:

Uloha 7. Dokazte, ze pro kazdy fez a je mnozina (—a) fez, tedy splituje podminky (1) az (3) z definice
fezu.

Uloha 8. Dokazte pro kazdy fez «, e (—a) je skute¢né inverzni prvek ke séitani, tedy o + (—a) = 0*.

Nasobeni fezu (2 body)

Definovat néasobeni je kvuli znaménku mali¢ko slozitéjsi nez definovat séitani. Omezime se proto
nejprve jenom na kladné fezy. Necht a > 0* a 8 > 0*, potom definujeme

a@fB={p|3Irca, s, zep<rs}.

Uloha 9. Ukaite, 7e pro libovolné dva fezy a > 0* a 3 > 0* je a ® f3 fez.

Podobné jako vyse, lze snadno ukézat, ze nasobeni spliuje vsechny axiomy télesa. Jako neutralni
prvek 1* se pouzije mnoziné vSech racionalnich ¢isel mensich nez jedna. Pro a > 0* se definuje inverzni
prvek jako

a_l:{p|p§0neboﬂr>0,ie%—r¢a}.

Protoze vsak dikaz by byl hodné podobny vyse uvedenym dtikaztim pro séitani, detaily si zde odpustime.
Dodefinovat nasobeni pro vSechny fezy je jednoduché. Pro libovolny fez a je a« ® 0* = 0* ©® a = 0*.
Dale definujeme

(—a)® 0, pokud a < 0* a B > 0%,
06 f= (—a) ® (=p0), pokud a <0* a < 0%,
a® (=0), pokud « > 0* a 8 > 0%,
a® b, jinak.
Inverzni prvky se dodefinuji podobng, pro a < 0* definujeme a~! = (—((—a)™?1)). Opét vynechadme

detaily dikazi, Ze nasobeni spliiuje axiomy télesa.
Uloha 10. Ukazte, ze pro libovolné dva fezy o a 3 je o ® 3 fez.

Tim je odvozeni témér dokonceno, vime, zZe takto sestrojené fezy tvori usporadané téleso, které ma
supremum pro libovolnou nepréazdnou shora omezenou mnozinu.



Vnoreni racionalnich ¢isel (2 body)

Zbyva dokazat, ze vzniklé t€leso obsahuje raciondlni ¢isla jako podtéleso. Pro racionalni cislo r
uvazujme mnozinu r* definovanou takto:

={plpeQp<r}

Uloha 11. Pro libovolné racionalni &islo r plati, ze r* je fez.

Uloha 12. Sé¢itani fezi reprezentujicich racionélni ¢isla odpovida scitani racionalnich ¢isel, tedy pro
libovolna dvé raciondlni ¢isla r a s je r* @ s* = (r 4+ s)*.

Podobné lze dokézat, Ze pro libovolnd dvé raciondlni éisla r a s plati, ze r* @ s* = (rs)* a r* < s*,
pravé kdyz r < s.



