Matematicka analyza 2 — cviceni 21.2.2011

Aplikace prubéhu funkci

Jak se pomoci derivace pozné, kde mé funkce maximum/minimum? Kde je rostouci/klesajici?
Uloha 1. Ktery z obdélnikt o obvodu [ mé nejvétsi obsah?
Uloha 2. Ktery z vélcti o objemu V mé nejmensi povrch?

Uloha 3. Z étvercového listu papiru odstfihneme v rozich malé étverce a slozime krabicku (bez vika).
Jak velké ¢tverce mame odstfihnout, aby vznikla krabicka méla co nejvétsi objem?

Uloha 4. Jak velky snéhulék (ze tii kouli) lze vyrobit z koule o poloméru 1 metr?
Tip: Pouzijte Jensenovu nerovnost. Pro konvexni funkci f a ¢isla oy, x; takovd, ze a; > 0, >, a; = 1

plati, ze
f (Z%‘%’) < Zaif(%')-

Uloha 5. Z chodby o $ifce A odbocuje chodba o sifce B. S jak dlouhou tyéi je mozno zatocit? (Pro
jednoduchost: ty¢ chceme nést vodorovné.)

Uloha 6. Dokazte a zapamatujte si nasledujici nerovnosti.
a) Pro vSechna x € R plati e* > 1+ z.
b) Pro vSechna z € (—1,00) plati In(1 4+ z) < «.
¢) Pro vSechna z € (—1,00) plati 1 4 z > eT7,
d) Ekvivalentné: In(1 +z) > 5.
e) Pro vSechna x > 0 plati sinz < z.

Uloha 7. Dokaite, ze (14 1/2)" je rostouci funkce (x € RT).

Tayloruv polynom

Taylortiv polynom slouzi k odhadu funkce pomoci polynomu stupné n. Definuje se pro funkci f(z)
v bodé x = a nasledovné:
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Na prednasce si dokazete, ze Taylortiv polynom je nejlepsi aproximace mezi v§emi polynomy stupné n.
Pokud pocitdme hodnotu funkce f v bodé b pomoci Taylorova polynomu, zajimé nas, jak veliké
chyby se dopustime. Plati, Ze existuje = € [a, b] takové, Ze
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f(x) = Pu(z) +
Tedy pokud odhadneme velikost (n 4 1)-ni derivace, ziskdme odhad na velikost chyby. Také je vidét, ze
velikost chyby je ovlivnéna vzdalenosti b od a.
Uloha 8. Napiste Tayloriiv polynom v nule (stupné napft. 5) pro nasledujici funkce:

x

e’, log(1 + ), sinz, cos x, (1+2)“.

Uloha 9. Spoététe piiblizné (miiZzete bez odhadu chyby) nésledujici &isla:

sin0.1, cos0.1, +1/0.98, +/1279.03, %% logl.2, log2, ~/1.03, 1.01°.

Uloha 10. Dokazte zobecnénou binomickou vétu. Nejprve definujme zobecnéné kombinacéni éslo (;)
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Zobecnéna binomicka véta rika, ze

(1+2)" = i <]:>zk

k=0
Navic dokazte, ze tato fada pro kazdé r,x € R konverguje.
Uloha 11. Pomoci Taylorova polynomu spoététe nasledujici limity:
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Uloha 12. Pouzitim Taylorova polynomu spoététe piiblizné v/2 (a dali dle libosti) a odhadnéte chybu.
Cili uréete interval (a,b) co nejmensi délky, v némz dané &islo lezi.



