Matematicka analyza 2 — cviceni 21.3.2011

Integrovani racionalnich funkci a rozklad na parcialni zlomky

Znéme primitivni funkce k nasledujicim zakladnim raciondlnim funkcim:
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kde Iy, se definuje rekurzivné jako
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Uloha 1. Naleznéte primitivni funkce k nasledujicim racionalnim funkeim:
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7 ptrednésky vite, ze plati nasleduji véta.

Véta. (Existence rozkladu na parcidlni zlomky) Necht P(x) a Q(x) jsou dva polynomy a stuperi P je
mensi jak stupen (). Pokud
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(kde trojcleny x* + fBx; + «j jsou nerozlozitelné), existuje rozklad
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a realné koeficienty Ap 4, Cp 4 a Dy 4 jsou urcené jednoznacné.

Pfi hledani primitivni funkce ke P(z)/Q(x) lze tedy pouZit nésledujici postup:

1) Pokud stupenn P je alesponi tak veliky jako stupen @, vydélime P(z)/Q(z) a dile pracujeme s
podilem zbytku.

2) Rozlozime podil na soucet parcialnich zlomki, koeficienty nalezneme jako feSeni soustavy linearnich
rovnic.

3) Zlomky integrujeme zvlast pomoci vySe popsanych vzorci.

Uloha 2. Urcete primitivni funkce
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Substituce vedouci na racionalni funkce

Ukazeme si nékolik zdkladnich substituci, které nam umozni pfevést poc¢itanou funkci na racionélni
funkci, které jiz umime obecné integrovat. Hojné budeme pouzivat druhou vétu o substituci.

K popisovani substituci budeme pouzivat nasledujici znaceni. Necht R(z) = P(z)/Q(z). Budeme
uvaZovat funkce R(f(z)), tedy vyskyty « nahradime f(x). Napfiklad pro

$2 (ex)2

R(IL') = m a f(IL') =e” dostéavame R(ez) = m
Podobné pro polynomy dvou proménnych uvazujeme raciondlni funkce R(z,y), napiiklad
22 + 2P +
Rz, y) = 35— 5
T4 +xy+y

1) Pro integraly tvaru
1
/ —R(log x) dx
x
volime pfimocarou substituci y = log x.

Uloha 3. Spoctéte
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2) Pro integraly tvaru
/ R(e”)dx

volime substituci y = e®.

Uloha 4. Spoctéte
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3) Pro integraly tvaru

/R z, v/ ax +b dz volime substituci y= 1/ ar + b.
crx+d crx+d

Vyjadiime = pomoci y a pouzijeme druhou vétu o substituci.

Uloha 5. Spoctéte
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4) Pro integraly tvaru
/R(w, v az? —l—bx—l—c) dx

volime nésledujici Eulerovy substituce. Pokud ma ax? + bz + ¢ dva riizné redlné kofeny, volime
substituci
a(x — x2)
y=ql——
xr — T
Pro a > 0 volime substituci vaz? + bx + ¢ = y/ax + t. Pokud je ¢ > 0, mizeme zvolit substituci
Vaz? +bx + ¢ = zy + +/c. Pokud je a > 0 a ¢ > 0, mlizeme pouzit libovolnou z nich.

Uloha 6. Spoctéte
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