Matematicka analyza 2 — cviCeni 4.4.2011

Substituce trigonometrickych funkcich

Pro pripomenuti z minula, pfi feSeni integrali ve tvaru

/ R(sinz, cosx)

pouzivame nasledujici substituce:
R(—u,v) = —R(u,v) = y = cosz,
R(u,—v) = —R(u,v) = y = sinx,
R(—u,v) = R(u,v) = R(u, —v) = y = tanz,
. x
jinak = y = tan 5

V ptipadé prvnich dvou substituci pouzivame prvni vétu o substituci, v dalsich dvou pfipadech vsak
pouzivame druhou substituci, proto vysledek dostaneme jenom na intervalech délky 7 nebo 5 a musime
ho dolepit!

Uloha 1. Dopodéitejte néasledujici p¥iklady véetné lepent:

1 1
/ 1 a / . S
1+ sinx 2 +sinx
Uloha 2. Uvédomte si, kterou substituci lze pouzit a pievedte na integraci racionalni funkce:
1 1 1 sinx cos
/ﬁd‘”’ /fdxv /.37@7 /.4—,
sin x cos3 sin” x cos sin® x cos® x sin®x + cost x

i 1 1
/Sli dz, / - dz, /4— dz /tan5zdx, /tanﬁxdz.
1+sinx 2sinx —cosx + 5 sin® x + cos* x

Uloha 3. Par zajimavéjsich substituci:

1 1
sinlog x dz, _ _— eV? dz.
/ 8 cos® x+/sin 2x / ver +1 /

Urdity integral

Pokud znéme primitivni funkci F(z) a je spojitd na intervalu (a, b), potom plati

b
/ f(x)dz = [F]b = Ilirlr)l_ F(z) — lim a+)F(z).

z—(
Navic plati obdoby vét pro urcité integraly:

Per partes pro urcity integral:

/f 2)dz = [fg]’ /f

Substituce pro urcity integral:

/f (@)dz = 20 1) at,

IRE / L stetan @)

e 1 7r
/ |In x| d, / cos® x sin z dz, / xsinzdz.
1/e 0 0

Uloha 4. Spoctéte



Plocha pod kfivkou

Pokud je kfivka dand funkci, tedy y = f(x) pro « € [a, b], potom plocha pod ni ma obsah f; f(z)d.
Pokud je kiivka déna parametricky y = f(¢), ¢ = g¢(¢t) pro ¢ € [a,b], plocha pod touto kiivkou je

f; f(®)g'(t) dt. Pokud je kiivka dédna v poldrnich soufadnicich r = r(¢) pro ¢ € [a, f], je plocha mezi

kfivkou a stfedem soufadnic rovna | f 112 () dep.

Uloha 5. Spoctéte obsah

a) obdélniku,

b) trojahelniku,

c¢) kruhu,

d) plochy seviené kiivkami y =2,y = 5 az =2.

Uloha 6. Spoctéte
27 27
/ | sin z| dx a / sin® z dz.
0 0

Tyto integraly maji vyznam ve fyzice pfi zkoumani st¥idavého proudu.

Délka krivky
Pro k¥ivku danou funkci, tedy y = f(z) pro « € [a, 1], je jeji délka rovna

b
/ V14 (f'(z))?de.

Proc¢? Krivku aproximujeme lomenou carou a jeji délku pocitame podle Pythagorovy véty. Podobné pro
kfivku danou parametricky a v polarnich soufadnicich dostavame

b B
/\/fQ(t)JrgQ(t)dt a / V@ T 2(9) de.

Uloha 7. Spoctéte
a) obvod kruZnice,
b) délku kiivky z%/2 pro z € [0, a,
c) délku kiivky 122 — log pro z € [1,€].
Objem a povrch télesa vzniklého rotaci kiivky

Pro téleso vzniklé rotaci kiivky y = f(x) pro = € [a,b] kolem osy z je
b b
objem = / 7 f?(x)da a povrch = / 2 f(x)/ 1+ (f'(z))? da.

Uloha 8. Urcete objem a povrch

a) vélce,

b) kuzele,

c) koule,

d) toru,

e) nekoneéného trychtyie vzniklého rotaci f(z) = 315 pro z € [1,00) kolem osy x.

Odhady sum, fad a dalsi

Uloha 9. Zjistéte pomoci integralniho kritéria, zda nasledujici fady konverguji (s parametrem «):

=1 > 1
l;kz_a’ ];Zk:logo‘k:'

Uloha 10. Odhadnéte pomoci integralu n!. Zkuste pouzit logaritmus.

Uloha 11. Spoététe hodnoty Gamma funkce I'(z) = fooo 2*~le=%dx pro z € N. Tato funkce méa fadu
prekvapivych vlastnosti, napiiklad plati F(%) = /7.



