Matematicka analyza 2 — cviceni 18.4.2011

Ukazeme si dalsi aplikace integralu, snad trochu vic pfekvapivé nez ty na posledni hodiné. Pro
pripomenuti, pro parametricky zadanou kfivku z(«) a y(«) na intervalu [a, b] (druhy vzorec byl minule
Spatné):

b b
plocha pod kfivkou = / y(a)x' (o) da, délka kiivky = / \/(:E’(Oz))2 + (y’(a))2 da.

Podobné pro kiivku v polarnich soufadnicich r(«) pro « € [a, b]:

b b
1
plocha mezi kiivkou a stiedem = / 57’2 (o) da, délka kiivky = / \/ (7"’(04))2 + 72(a) dov.
Odhady sum, fad a dalsi

Uloha 1. Zjistéte pomoci integralniho kritéria, zda nasledujici fady konverguji (s parametrem «):
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Uloha 2. Odhadnéte n! pomoci integralu. Zkuste pouzit logaritmus.

Uloha 3. Spoctéte hodnoty Gamma funkce

pro z € N. Tato funkce mé fadu piekvapivych vlastnosti, naptiklad plati F(%) = /7.
Hezké utvary

Uloha 4. Valime kruh o poloméru r po p¥imce a sledujeme jeden bod b na obvodu kruhu. Tento bod
urcuje krivku, které se rika cykloida.
a) Ovéfte, ze pokud se bod b v ¢ase 0 dotykéd pfimky, cykloida splituje rovnice

z(a) =ra —rsina, yla) =r —rcosa.

b) Spoctéte délku jednoho oblouku (pro « € [0, 27]).
c) Spoctéte obsah pod kfivkou jednoho oblouku.

Uloha 5. Astroida je kiivka zadana rovnici 2%/ + y?/3 = 1. Tato kiivka vznikne podobné jako cykloida,
ze kruh o poloméru % valime uvnitf kruhu o poloméru 1 a sledujeme drahu jednoho bodu. Také odpovida
sfére ve ,,%—ové metrice“ (neni to metrika, protoze nesplituje trojihelnikovou nerovnost). Urcete délku
astroidy a obsah uvnitf.
Uloha 6. Kardioda (srdcovka) je druh epicykloidy. Epicykloidy jsou kiivky, které opige bod na kruznice,
ktera se vali okolo jiné kruznice. V ptipadé srdcovky jsou obé kruznice stejné velké, o poloméru a.
Srdcovky jsou utvary, které se ¢asto vyskytuji naptiklad v Mendelbrotové mnoziné a mohou se objevit
ve fyzice pfi odrazu svétla.

a) Ovéfte, Ze v polarnich soufadnicich je rovnice srdcovky: r(a) = a(1 — sin ).

b) Uréete plochu uvnit¥ srdcovky.

c¢) Urcete délku srdcovky.

Guldinova pravidla pro objemy a povrchy

Objem rotaéniho télesa vzniklého rotaci rovinné mnoziny M kolem pfimky p (neprotinajici M) je

My
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Uloha 7. Aplikujte pravidla na valec, torus, kuzel a kouli.

Uloha 8. Zdtivodnéte, pro¢ uvedené pravidla plati.



Funkce vice proménnych
Uloha 9. Spoctéte nasledujici limity
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Uloha 10. Ve kterych bodech jsou nasledujici funkce definovany? Spojité? Jsou omezené?
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Uloha 11. Spoctéte parcialni derivace (podle viech proménnych) funkci
Pde 4y’ @ (140149 A+2)7 log(l+a)log(l+y),  (L+a)'

Uloha 12. Provéfte rovnost
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fl(z,y):$2+4$y3+y5, fz(z,y):zy .



