Diskrétni matematika: série 4 — Zobrazeni a ekvivalence
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mizete je TeSit do konce semestru.

Uloha 1. Kolik existuje zobrazeni z X — X, kde | X| = 57 (1 bod)
Uloha 2. Uvazme funkce f: N — N a g : N — N definované: f(n) = 2n a g(n) = [%]. Rozhodnéte, zda
jsou tyto funkce prosté a na. Jak vypadaji foga go f7 (8 body)

Uloha 3. Nechf X je konetns mnozina. Dokazte, Ze libovolné zobrazeni f : X — X je prosté, pravé
kdyzZ je na. (2 body)

Uloha 4. Identita je funkce id : X — X takova, ze pro kazdé = € X je id(z) = x. Nechf f : X — X je
libovolna funkce.

a) Dokazte, ze existuje funkce g : X — X takova, Ze g o f = id, pravé kdyz f je prosté. (2 body)
b) Dokazte, Ze existuje funkce g : X — X takova, Zze f o g = id, pravé kdyz f je na. (2 body)
Uloha 5. Naleznéte zobrazeni f : N — N, které je na, ale neni prosté. (2 body)

Uloha 6+. Na cviceni jsme si ukazovali pfiklad neidentického zobrazeni f : X — X, Ze fof = f. Popiste
v8echny takova zobrazeni. (5 bodi)

Uloha 7. Relace R na mnoziné X je antisymetricka, pokud pro kazdé z,y € X plati
(x,y) € RA(y,z) €E R=z =y.

Dokazte, 7 RN R~1 = Ax (diagonélni relace {(z,z) | * € X}), pravé kdyz R je reflexivni a antisymet-

ricka. (3 body)
Uloha 8. Dokazte, e antireflexivni tranzitivni relace je antisymetricka. Antireflexivni znamena, Ze ne-
existuje = takové, ze (z,x) lezi v relaci. (2 body)
Uloha 9. Kolik je ekvivalenci na péti prvcich? (2 body)

Uloha 10. Uvazme nésledujici dvé relace S a P na mnoziné vech trojthelnikii v roviné. Pro dva troj-
thelniky AABC a ADEF definujeme, ze (AABC,ADEF) € S, pravé kdyz jsou trojuhelniky shodné,
a (ABC,DEF) € P, pravé kdyz jsou podobné. Jsou tyto relace ekvivalence? (2 body)

Uloha 11%. Mé&jme libovolnou relaci R na koneéné mnoziné X. Rekneme, e y je v R dosazitelné z z,
pokud existuje posloupnost ag,as,...,a, prvki z X, ze (a;,a;+1) € R, Vi € {0,1,...n—1}, a0 = x a
an, = y. Jinymi slovy, x je dosazitelné z y, pokud existuje v grafu relace cesticka z x do y. Definujme
relace

—r={(z,y) | 7,y € X,y je v R dosazitelné z 2} a
R = {(x,y) | z,y € X,y je v R dosazitelné z x nebo z je v R dosazitelné z y}

a) Dokazte, ze pokud je relace R symetrickd, potom jsou relace — g a < stejné. (2 body)
b) Rozhodné, zda jsou relace —pr a < ekvivalence, nezavisle na tom, jak vypadd R a X. Pokud
nejsou, urcete, zda jsou reflexivni, symetrické a tranzitivni. (8 body)

Uloha 12. Uvazme relace na mnoziné X. Na cvi¢eni jsme si ukazali, Ze skladani relaci neni komutativni,
tedy existuji relace R a S, ze Ro S # So R. V této tloze se budeme zabyvat relacemi, které pii skladani
komutuji se v§im, tedy relacemi R takovymi, ze pro kazdou relaci S plati RoS = S o R.

a) Dokazte, Ze diagondla Ax = {(x,z) | x € X} a prazdna relace § x = {0} komutuji s kaZdou relaci

na mnoziné X. (2 body)
b) Dokazte, ze pokud existuji z,y € X,  # y, Ze (z,y) € R, existuje relace S, se kterou relace R
nekomutuje. (2 body)

* ¢) Dokazte, ze diagonala a prazdna relace jsou jediné dveé relace, které komutuji se vsim. (8 body)



