Diskrétni matematika: série 6 — Pocitani a princip inkluze a exkluze
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miiZete je TeSit do konce semestru.

Uloha 1. Kolik existuje podmnozin {1,2,...,n}, které neobsahuji Z4dna dvé po sobé& jdouci pfirozena
¢isla. (8 body)

Uloha 2. Spoditejte, kolik rtiznych triangulaci ma pravidelny n-tthelnik.! Triangulace lisici se pootoce-
nim povazujeme za ruzné. Napfiklad pro n = 5 dostavame pét riznych triangulaci:

OACAOACRS,

Uloha 3. V automatu stoji kdva piesné 1K¢é.2 Pijima jednokorunové a dvoukorunové mince. Pokud
zakaznik vhodi 2 K¢, automat se mu pokusi jednu korunu ze zasobniku vratit. Pokud tam ale zadna
neni, automat se zasekne a musi prijit technik ho opravit. Automat méa na zac¢atku prazdny zasobnik.
S jakou pravdépodobnosti se nezasekne, jestlize ho navstivi v ndhodném potadi n zdkazniku s 1 K¢ a m
zékazniki s 2 K&?3 (4 body)

Uloha 4. Kolik é&isel zbude, vyskrtdme-li z mnoziny {1,2,...,1000} viechny nasobky 2, 3, 5 a 7? (8 body)

Uloha 5. Karetni bali¢ek obsahuje 52 karet ¢tyi rtiznych barev, 13 karet od kazdé barvy.
a) Kolika zptsoby lze vybrat 13 karet tak, aby mezi nimi byly karty vSech barev, jestlize na poradi
vybranych karet nezalezi? (2 body)
b) Kolik je vybért, jestlize pozadavky jsou stejné jako v a), jen na pofadi karet zalezi? (2 body)
Uloha 6. Kolika rtiznymi zptisoby lze ke kulatému stolu posadit r Rusti, ¢ Germant a b Bulhart tak, aby
prislusnici zadného naroda netvorili souvisly asek? Predpokladejte, Ze vsichni jsou navzajem rozlisitelni,
naopak rozsazeni li§ici se pouze pootoéenim stolu povazujeme za stejna. (5 body)

Uloha 7x. Na n-mistném koloto¢i jelo n déti. Déti chtéji jet jesté jednou, ale z4dné z nich nechce sedét
za stejnym ditétem jako pii prvni jizdé. Kolika riznymi zpisoby je miizete posadit na koloto¢ tak, abyste

vyhovéli jejich ptani? Vysledek nemusite upravovat. (8 body)
Uloha 8. Kolik existuji permutaci mnoziny {1,2,...,n}, které jsou involuce? Involuce je permutace 7,
ktera je sama svoji inverzi, tedy m o m = id. To jsou pfesné takové permutace, ze maji vSechny cykly
délky jedna nebo dva. (4 body)

Uloha 9. Necht 3(n) oznacuje funkci $atnarky, tedy pocet permutaci {1,2,...,n} bez pevného bodu.
Dokazte, ze vzdy plati:
$(n) = (n—1)(8(n — 1)+ 3(n — 2)).

(8 body)

Uloha 10. Méjme dvé piirozena ¢isla k a [.
a) Volme k a I ndhodné rovnomérné z {1,2,3,...,n}. Vypoctéte pravdépodobnost p(n), Ze ¢isla k a [
budou nesoudélna. (3 body)

* b) Nahlédnéte, Ze
. 1
nlLIr;Op(n) = H (1 — Z?) .
p prvocislo

Poznamenejme, Ze hodnota tohoto sou¢inu vychazi prekvapiveé %. (5 bodi)
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Triangulace odpovida rozdéleni n-thelnik thlopfickami na n — 2 trojuhelniku.
Pokud vam tohle pfijde jako aZz moc zazra¢né cena, mlzete si misto korun piedstavovat tfeba $.
Pokud se vam nelibi slovicko pravdépodobnost, spocitejte pocet usporadani zakaznikd, pfi kterych se nezasekne.

Jednotlivé zakazniky majici stejny obnos muzete povazovat za nerozlisitelné.



