Diskrétni matematika: série 7 — ¢astecna a linearni uspoiadani

Vsechny kroky Feeni je tfeba peclivé zdtivodnit nebo dokézat. Ulohy oznacené x jsou obtiznéjsi a
miiZete je TeSit do konce semestru.

Uloha 1. Nakreslete Hassetiv diagram mnoziny
a) [20] ={1,2,...,20} uspofadané délitelnosti a (1 bod)
b) X = {2¥3!: k € N,I € N} usporadané délitelnosti (viechna &isla délitelnd pouze 2 a 3). (2 body)

Uloha 2. Mé&me Hassetiv diagram pro piirozena ¢isla N usporadana délitelnosti. Uréete, jak§ pocet ¢ar
vede zespodu do éisla k. Jinymi slovy, kolik mé ¢islo k pfedchtidct v uspofadani délitelnosti. (2 body)

Uloha 3. Pro ¢ > 0 definujeme relaci R. na realnych éisel tak, ze (z,y) € R., pokud pokud z a y jsou
skoro stejna, formélné pokud |z — y| < e. Zadefinujme relaci < na R tak, ze @ < y, pokud z a y nejsou
skoro stejnd a zaroven r < y. Ukazte, ze < je ostré Castecné usporadani R, tedy relace na R, ktera je
antireflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. (8 body)

Uloha 4. Mé&jme ¢asteéné usporadani < mnoziny X . Definujme Fetézec jako posloupnost z1,xa, . .., Tk
z X takové, ze x; < x;41 pro vSechna ¢. Jaka je délka maximalniho fetézce nésledujicich usporadani:

a) X =2 tedy vsechny podmnoziny [n] = {1,2,...,n}, a jsou uspofadany inkluzi, tedy = < y, pravé

kdyz z C y. (1 bod)

b) X = [n] a jsou uspoifaddany délitelnosti, tedy = < y, pravé kdyz = | y. (2 body)

Uloha 5. Mé&jme relaci R na mnoziné X, ktera je reflexivni a tranzitivni, ale nemusi byt antisymetricka.’

Definujme ekvivalenci p na X, ze (x,y) € p, pravé kdyZ (z,y) € R a zdroven (y, xz) € R. Definujme relaci
R, na tiidach ekvivalence p tak, ze (a,b) € R, pravé kdyz existuji x € a a y € b, ze (z,y) € R.

a) Dokazte, ze pokud takové & € a a y € b existuji, potom dokonce pro kazdou volbu z € a a y € b

plati (z,y) € R. (2 body)

b) Dokazte, Ze R, je Castené usporadani.? (2 body)

Uloha 6. Uvazme vSechna linearni uspofadani na mnoziné X. Dvé uspofadani R a S jsou izomorfni,
pokud jsou stejné az na pfejmenovani prvki.

a) Dokazte pro X = [n], Ze libovolnd dvé linedrni uspofddani jsou izomorfni. (2 body)
b) Naleznéte dvé neizomorfni linedrni uspofadani pro X = N. (2 body)
c¢) Naleznéte spocetné mnoho po dvou neizomorfnich linedrnich uspofadani pro X = N. (2 body)

* d) Rozhodnéte, zde existuje dokonce nespocetné mnoho po dvou neizomorfnich linedrnich usporddani
pro X = N. (8 body)

x Uloha 7. Kazdé ¢asteéné usporadani R na mnoziné X lze napsat jako prinik linearnich usporadéani
Ly,Lo,...,Lg na X (pro néjaké dostatecné velké k).
a) Dokazte, ze pokud X je konecn4, k je také kone¢né. Poznamenejme, ze nejmensimu & se ¥ika Dushnik-

Millerova dimenze Easteéného usporadéni. (5 bodi)
b) Odbocka stranou: Necht R je uspotadani na mnoziné X. Dokazte, ze i R~! je usporadani na mnozing
X. Takovému uspotradani se nékdy tika opacné uspordddni. (1 bod)

¢) Méjme dvé uspofadani R a R’ na mnoziné X, Ze kazda dvojice x a y, kde z # y, je néjak usporddana
jednim uspofadidnim a neporovnatelnd v druhém.? Dokazte, Ze Dushnik-Millerova dimenze R je
nejvyse dva, tedy existuji linedrni uspotddani L; a Lo na X, Ze R = L1 N Lo. (8 body)

Takové relaci se nékdy rikd predusporaddani.
Poznamenejme, ze pojem predusporadani je v matematice dilezity. Ekvivalence p fika, které prvky jsou z hlediska
usporadani ekvivalentni, chovaji se stejné. V relaci R, potom vSechny tyto prvky slou¢ime do jednoho reprezentanta.

Predstavme si napfiklad usporddéni racionalnich ¢isel ve tvaru %, kde p,q € Z. To neni uspoiradani, nebot naptiklad
% = %. V relaci p budou jednotlivé t¥idy ekvivalence tvorfeny stejnymi zapisy daného racionalniho ¢isla pomoci raznych

zlomki. V relaci <, bude kazdé raciondlni ¢islo reprezentované jedingm prvkem a bude to klasické linedrni usporadani
racionalnich ¢isel, které dobfe zname.
3 Formalné: Vz,y € X, z # y, plati, Ze pravé jedna z velikosti [{(z,y), (y,2)} N R| a [{(z,y), (y,z)} N R'| je rovna

jedné a pravé jedna je rovna nule.



