Matematicka analyza 1 cviceni 3.10.2012

1 Ciselné systémy
Uloha 1. Jaké &fselné systémy znate? Jaké zakladni vlastnosti spliiuji?

Uloha 2. Rozhodnéte, zda existuje nekonecna klesajici posloupnost v systémech N, Z a Q.

2 Logika

Tohle byste uz méli umét. Netyka se to piimo analyzy, ale matematiky obecné. Pokud mate s
takovymi tkoly problémy, zkuste navstévovat predmét Matematické dovednosti.

Uloha 3. Dokazte, ze pro libovolné vyroky A, B jsou nésledujici vyroky ekvivalentni.
e A= B, o B = A, e AV DB, e ~(AAN-B).

Piipomente si napied pravdivostni tabulky logickych spojek (nebo se zeptejte, pokud nevite
o¢ jde). Rozmyslete si a dobie zapamatujte, pti chdpdni dukazu se vam to bude hodit!

Uloha 4. Reknéte bez pouziti ,implikace“:

a) Nebude-li prset, nezmoknem.
b) Kdo se bude snazit, dostane zdpocet.
c¢) Kdo ziska dost bodu z pisemky, dostane zédpocet.

d) Kdo nebude nic umét a nebude se snazit, ten nedostane zéapocet.
Uloha 5. Znegujte vyroky:

a) Kdyz prsi, nevychdzim z domu.
b) Nebude-li prset, nezmoknem.
¢) Zmokneme, pravé kdyz bude prset.

d) Kdyz prsi, nevychdzim z domu.
Uloha 6. Zapiste pomoci kvantifikitori a znegujte:

a) VsSechna prirozena cisla jsou suda.
b

C

d

Kazdé prvocislo je liché.
Nékteré prirozené ¢islo je délitelné vSemi prvocisly.

)
)
)
) Mezi n a 2n vzdy najdeme néjaké prvocislo.

3 Dikazy a matematicka indukce

Uloha 7. Dokaite, ze nasledujici dvé definice rostouci posloupnosti (a)52; jsou ekvivalentni:

e Plati a,, < a, pro kazdé m,n € N,m < n.
e Plati a, < a1 pro kazdé n € N.

Uloha 8. Dokaite spravnost téchto souctu:

a) 142+ +n=1in(n+1),

b) 14+3+4---+2n—1=n?

) 12+22+ ..+ n?=in(n+1)2n+1),
d) B4+224+- 4nd=(1+2+-+n)

Zkuste objevit dukazy nevyuzivajici indukeci.



Uloha 9. Fermatovo n-té &islo je definovéno jako F,, = 22" + 1, tedy nékolik prvnich z nich
je: Fy =3, Iy =5, Fb =17, F3 = 257, F; = 65537, .... Dokazte pro né nasledujici rekurentni
vztah:

n—1
Fp—2=]] F
k=0

Uloha 10. Pron > 4 plati 2" > n?, zkuste to i bez indukce, mozné az pro trochu vétsi n.
Ndpovéda. Vyuzijte binomickou vétu.

Uloha 11. Podobné, také bez indukce, dokazte: (14 )" > 14 na (pro # > 0) a (1+2)" > nF
(pro = > 0, k ptirozené, a pro dostatecné velkd n).

4 Funkce

Uloha 12. Nakreslete grafy nasledujicich funkci, navic urcete vlastnosti jako parita ¢i perioda:

a) cosx, cos 2z, cos(x + ), cos(2x + ), 2cosx + 1,
b) [z — 1] =1, |lz = 1] = 1), [Jo — 12 =1

)

)
c) sin x|, |sinx|,

d) (skladéni funkef — grafy kreslete jenom zhruba!) sin(z?), (sin z)?, sin 1/, Insin , In In sin z,
e) vV1— a2,

f) sinz - cosz,

g) z+1/z.

Uloha 13. Naleznéte nasledujici funkce:

a) Funkce, kterd zobrazuji interval (0, 1) na interval (0, 00) a na interval (—oo, 00).
b) Funkci, kterd zobrazuje interval (0, 00) na interval (0, 1).

Uloha 14. Funkce f je zadana predpisem:

_ 2
2

Urcete defini¢ni obor Dy, inverzni funkci f ~1 a obor hodnot H 7

f(z)

5 ijravy vyrazu

Uloha 15. Vyfeste v oboru redlnych ¢isel:
a) Va2 —1> a2 +x -6,

b) Vx +1—+/z —4 =1 (Ndpovéda: pouzijte substituci),
c) ||z —2|-3|=5.

Uloha 16 (AG-nerovnost). Pro kladna redlnd ¢isla x4, ..., z, plati

T1F Ty
- .

Vay...xn <

a) Dokazte pro n = 2 a zapamatujte si pro vSechna pfirozend n.
b) Muzete vyzkouset dokdzat pro obecné n.

Ndpovéda. V obecném dukazu se vyuzivd netypicka indukce z n — 2n a n — n — 1. Bude se
hodit tvrzeni pro n = 2.

Uloha 17 (Trojthelnikovd nerovnost). Bud'te z,y € R. Dokaite, ze |z +y| < |z| + |y|.



