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1 Věta o aritmetice limit

Pro následuj́ıćı př́ıklady se vám bude hodit věta o aritmetice limit (dále AL). Ta ř́ıká, že pro
libovolné dvě posloupnosti an a bn plat́ı:

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn, má-li pravá strana smysl.

lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn, má-li pravá strana smysl.

lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn, má-li pravá strana smysl.

lim
n→∞

an

bn
=

limn→∞ an

limn→∞ bn
, má-li pravá strana smysl a limn→∞ bn 6= 0.

Často se stane, že pravá strana nemá smysl—vyjde třeba rozd́ıl ∞ − ∞, nebo pod́ıl ±∞

±∞
; v

takových př́ıpadech AL neř́ıká o hodnotě limity v̊ubec nic! Je potřeba vhodnou fintou zadaný
výraz upravit a aplikovat AL až poté.

Úloha 1. Spočtěte:

lim
n→∞

1 +
1

n
, lim

n→∞

(

4 +
1

n
+

3

n2 − 2n

)(

5− 1

n

)

, lim
n→∞

n+ 1

n+ 2
,

lim
n→∞

2n2 + n− 3

n3 − 1
, lim

n→∞

2n3 + 6n

n3 − 7n+ 7
, lim

n→∞

2n5 + 3n− 2

n5 − 3n3 + 1
.

Úloha 2. Nebav́ı vás poč́ıtat limity pod́ılu dvou polynomů pořád dokola? Pojd’me na to vy-
myslet obecnou větu. Necht’ P (n) a Q(n) jsou polynomy v proměnné n. Jak hodnota limity

limn→∞
P (n)
Q(n) záviśı na stupńıch polynomů a jejich koeficientech?

Úloha 3. Spočtěte:

lim
n→∞

1 + 2 + · · ·+ n

n2
, lim

n→∞

(

1 + 2 + · · ·+ n

n+ 2
− n

2

)

, lim
n→∞

12 + 22 + · · ·+ n2

n3
.

Úloha 4. Spočtěte, neńı potřeba přesně vyč́ıslovat:

lim
n→∞

(2n− 3)20 · (3n+ 2)30

(2n+ 1)50
, lim

n→∞

(n+ 4)100 − (n+ 3)100

(n+ 2)100 − n100
.

Úloha 5. Spočtěte:

lim
n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)

, lim
n→∞

√
n
(√

n+ 1−
√
n
)

, lim
n→∞

√

n2 + n− n.

Nápověda. Použijte vzorec A2 −B2 = (A−B)(A+B).

Úloha 6. Pro daný polynom P (n) nalezněte co nejlepš́ı konstanty c1, c2 ∈ R a k ∈ N, pro které
plat́ı c1 · nk ≤ P (n) ≤ c2 · nk pro dostatečně velké hodnoty n.

Úloha 7. Dokažte větu o aritmetice limit, nebo alespoň prvńı část. Přestože jste d̊ukaz viděli
na přednášce, nejlépe se člověk matematiku nauč́ı tak, že ji sám vymysĺı.

Nápověda. Vzpomeňte si na aritmetiku okoĺı, kterou jsme před časem odvozovali na cvičeńı.

Úloha 8. Předpokládejme, že plat́ı limn→∞

(

1 + 1
n

)n
= e; ostatně to je jedna z možných definic

éčka. Spočtěte:

lim
n→∞

(

1 +
1

n

)3n

, lim
n→∞

(

1 +
1

n2

)n

, lim
n→∞

(

1− 1

n

)n

, lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n2

.
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