Matematicka analyza 1 cvi¢eni 28.11.2012

1 Véta o policajtech

Uloha 1. Nechf (a,,)% ; a (b,)2, jsou dvé posloupnosti. Nechf navic plati, ze a,, < b, pro skoro
véechna n € N.! Pokud lim,,_,o b, = b, co to fikd o lim,,_,o a,? Co Fika véta o policajtech?

Uloha 2. Spoctéte:

lim Lv7n] lim a, kde a > 0, lim ¢n, li_)m ng", kde ¢ > 0,
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lim {/a™ + 8% +~™, kde a, 3, > 0.
n—0o0

Uloha 3. Megjme redlna cisla aq,...,ar a Bi,...,0k splnujici ag > a9 > -+ > ap > 0 a
b1 > Bo > -+ > B > 0. Spoctéte

.o tay+--+ap
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2 Odhady faktorialu

Funkce faktorial se definuje nasledujicim rekurzivnim vztahem:
n
o' =1, nl=n-(n—-1) tedy n!:Hz’.
i=1

Pokusime se srovnat, jak rychle roste n! ve srovnani s dalsimi funkcemi.
Uloha 4. Dokazte, ze plati nz < nl <nm

Vyse uvedené odhady nejsou nic extra, ale v mnoha piipadech budou stacit. V ptipadé
potieby lze pouzit presnéjsi odhady
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které vyplyvaji ze vztahu logn! = >"}'_; log k. Jako perlicku poznamenejme, ze existuje velice
presnd Stirlingova aproximace

n
n!l =~ v2mn (ﬁ) = Sn,
e

pro kterou plati, ze lim;, oo % =1

Uloha 5. Spoctéte:

n | n | an 5
lim —, lim —, lim ———, lim —, lim V/n!, lim ——.
n—oo n/! n—oo N n—oo (3n)! n—co n3 n—00 n—oo nb 4+ n!

'Form4lné: Existuje no € N, ze pro kazdé n > no plati a,, < b,.



3 Rekurentné zadané limity

Zkusime vytesit limity, pro které nezname piesné jejich ¢leny, zndme pouze rekurentni vztah,
ktery z jedné hodnoty a,, vypocita nasledujici hodnotu a,+1. Nejprve je potieba urcit, zda limita
existuje; staci tfeba dokézat, ze posloupnost je monotonni a omezend (ve spravné kombinaci).
Potom ozna¢ime neznamou limitu L a dosadime ji do rekurentniho vztahu za a, a a,y1. Dosta-
neme rovnici pro L, kterd nam dava kandidaty na moznou limitu lim,, oo ay,. Zkuste si rozmyslet,
proc¢ tento postup funguje!

Uloha 6. Naleznéte limity rekurentné zadanych posloupnosti {an}22, az {hy,}52 ;. Nezapomente
si rozmyslet, zda limity vubec existuji!
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a) a; =10 a apy1 =6 — —,
G,

b) by =vV2 a by =\/2+by,

c)cp=t kdet >0 a cn+1:cn—;i,
d) di=1 a dyy= ! 5
1+d,
e) eg=t, kdet € [l,00) a en+1:5::+13,
f) i=v2 a fo1=V2—fa,
g) g1=0, a gn+1:gn+($_2gn)2, kde 0 <z <1,

h) b1 =04 a hyyt = 4hy - (1 — hy).



