Matematicka analyza tézké ulohy

1 Dedekindovy tezy (40 bodi)

V této uloze se pokusime seznamit s Dedekindovymi Tezy, pomoci nichz zavedeme
realnd cisla. Tuto konstrukei vymyslel a publikoval Dedekind v roce 1872. Pozname-
nejme, ze ve stejném roce Cantor publikoval alternativni zavedeni realnych ¢isel jako
limit Cauchyovskych posloupnosti.

Samotnou konstrukci neprovedeme do nejmensich detailt, ostatné to by formalné
zabralo nékolik stranek. Nasim cilem bude poznat, jak tyto fezy funguji a pro¢ maji
vlastnosti, které po redlnych ¢isel pozadujeme. Tou nejklicovéjsi vliastnosti bude exis-
tence suprema kazdé neprazdné shora omezené mnoziny.

Na zacatku méame usporddané téleso racionélnich cisel Q, které splnuje nasledujici
vlastnosti: S¢itani a nasobeni je komutativni, asociativni, existuji inverzni prvky a
operace jsou svdzané distributivitou, navic mame definované linearni usporadéni (tedy
tranzitivni antisymetrickou relaci). Budeme chtit toto téleso rozsitit, tedy vytvorit
téleso realnych cisel R rozsifujici Q, které bude spliiovat velice silny axiom o supremu.
Dalsi veledulezitou vlastnosti racionalnich ¢isel, kterou budeme potiebovat, je, Ze jsou
husté, tedy ze mezi kazdymi dvéma racionalnimi ¢isly je jedno dalsi. Formalné: Pokud
a,b e Q aa<b, potom existuje c € Q, ze a < ¢ < b.

1.1 Definice fezu (4 body)

Budeme chtit vyuzit faktu, ze redlnych cisel je presné tolik, kolik je podmnozin ra-
cionalnich ¢isel. Tedy redlnd ¢isla budeme reprezentovat jako podmnoziny racionalnich
¢isel. Ovsem ne ledajaké podmnoziny, budeme uvazovat pouze podmnoziny, které jsou
rezy.

Rez a je podmnozina Q, kterd splituje t¥i podminky:

1) « je neprézdnd a rozdilnd od celého Q,
2) pokud p € o, g € Q a ¢ < p, potom i ¢ € «,
3) pokud p € «, potom existuje r, ze p < 1 ar € a.

Prvni podminka tiké4, ze fez je netrivialni podmnozina. Druhé tika, Zze fez obsahuje
s kazdym realnym ¢islem i vSechna mensi. Tieti naopak rikd, ze fez neobsahuje nejveétsi
racionalni ¢islo.

V dalsim textu budeme Feckymi pismeny a, 3,7, ... oznactovat fezy a normalnimi
pismeny racionalni ¢isla.

Uloha 1.1. Pro lepsi seznament s fezy dokazte:

1) Pokud p € v a ¢ ¢ «, potom p < ¢,
2) Pokud r ¢ v ar < s, potomi s ¢ a.



Pan Dedekind nebyl cukraf, a tedy fezy se nejmenuji fezy podle cukrarny. Tento
nazev dostaly, nebot odpovidaji rozfiznuti realné osy na dvé ¢asti. Redlné &islo 7 je
reprezentovano tak, ze vezmeme realnou osu a roziizneme ji v bodé r na dvé ¢asti.
Rez reprezentujici r jsou potom viechna raciondlni &sla mensi nez r. Napiiklad fez,
ktery bude reprezentovat v/2 bude mnozina vsech racionélnich ¢isel ¢ mensich nez v/2
(tedy to jsou bud &isla zdpornd nebo ty, ze ¢> < 2). Tento fez je naznacen tuéné na
obrazku.
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Abychom pomoci fezu vytvorili usporddané téleso redlnych ¢éisel, budeme muset
udélat ¢tyii véci:

1) Zadefinovat na fezech usporadani,

2) zadefinovat operaci séitani,

)
)
3) zadefinovat operaci ndsobeni a
4) ukézat, ze v sobé obsahuji raciondlni ¢isla jako podtéleso.

Pokud bychom chtéli definici ovérit do vSech detailt, museli bychom ukézat, ze spliiuje
vSechny axiomy usporadaného télesa. Takovy dukaz by byl moc pracny, a proto
ovérime jenom nékteré axiomy. I tak ziskdme dobry ndhled do toho, jak fezy fun-
guji, diky ¢emuz by dokazani ostatnich vlastnosti uz nebylo obtizné.

1.2 Uspoiadani na fezech (10 bodu)

Na fezech nadefinujeme uspoiddéni zcela prirozené. Rezy usporddame inkluzi, tedy
a < B, pokud o C 5.
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Uloha 1.2. Dokazte, ze pro kazdé dva Fezy nastane préavé jedna z moznosti o < f3,
a = f nebo a = f.

Uloha 1.3. Dokazte, ze je uspotradéani tranzitivni: Pro kazdé tii fezy «, 3, plati, ze
a < g a f < v implikuje a < 7.

Uloha 1.4. Ukaite, ze plati axiom o supremu. Tedy ukazte, ze pro libovolnou neprazdnou

shora omezenou podmnozinu fezu M existuje sup(M ), nejmens{ hornf zdvora mnoziny

M.

Ndpovéda. Uvazte mnozinu vsech hornich zavor, kazd4 z nich je fez. Definujte sup(M)
jako prunik vSech hornich zavor. Budete muset ukdzat, ze sup(M) je Tez a Ze neexistuje
zadna mensi horni zavora.



1.3  Séitani Fezii (10 bodii)
Pro dva fezy a a § definujeme sc¢itani takto:
adf={zx+ylxe€aycp}

Pokud chceme néco dokédzat o s¢itani fezu, potifebujeme vyuzit vlastnosti s¢itani
v racionalnich ¢islech. Jak by se dalo cekat, struktura raciondlnich ¢isel se prenese i
na fezy.

Uloha 1.5. Dokazte, Ze séitan{ @ je komutativni a asociativni.

Neutrélni prvek 0* definujeme jako mnozinu viech zapornych racionalnich éisel!
Uloha 1.6. Dokaite, ze 0* je skuteéné neutrédlni prvek vuéi operaci @, tedy a®0* = «
pro kazdy tez .

Definovat inverzni prvek bude malicko komplikovanéjsi. Necht « je libovolny fez.
Definujme

(—a)={p|lpeQaIr>0 26 —r—p¢al.
Jinymi slovy, p lezi v (—a), pokud néjaké raciondlni ¢islo mensi nez —p nelezi v «a.
Nésledujici obrazek ilustruje definici. Mnozina vSech —p z definice odpovida vSem
,vetsim raciondlnim ¢islum® nez tém obsazenych v fezu a. Mnozina (—«) obsahuje
racionalni ¢isla k nim opacné.
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Korektnost definice dokdzeme ve dvou krocich:

Uloha 1.7. Dokazte, ze pro kazdy Fez a je mnozina (—«) Fez, tedy spliiuje podminky
(1) az (3) z definice fezu.

Uloha 1.8. Dokaizte pro kazdy Tez «, ze (—a) je skutecné inverzni prvek ke séitani,

tedy a + (—a) = 0*.

1.4 Nasobeni fezu (8 bodu)

se proto nejprve jenom na kladné fezy. Nechf a = 0* a 8 = 0*, potom definujeme
a@f={p|Irca,IseP,zer >0ap<rs}.

Uloha 1.9. Ukaite, ze pro libovolné dva fezy a = 0" a f > 0* je a © B Tez.

1Znagime s hvézdickou, abychom odlisili od neutralniho prvku 0 € Q.



Podobné jako vyse, lze snadno ukézat, ze ndsobeni spliiuje vSechny axiomy télesa.
Jako neutralni prvek 1* se pouzije mnoziné vSech racionalnich ¢isel mensich nez jedna.
Pro a > 0* se definuje inverzni prvek jako

a_lz{p|p§0nebo§|r>0,2e%—r¢a}.

Protoze v8ak dukaz by byl hodné podobny vyse uvedenym dukaztim pro s¢itéani, de-
taily si zde odpustime.

Dodefinovat nasobeni pro vSechny fezy je jednoduché. Pro libovolny fez o plati,
ze a ® 0* = 0* © a = 0*. Déle definujeme

—((—a) ® ), pokud a < 0* a 8 = 0*,
(—a) ® (=pB), pokud a <0* a 3 < 0*,

—(a® (—f)), pokud a = 0* a 8 < 0*,
a® B, jinak plati puvodni definice.

a®p=

Inverzni prvky se dodefinuji podobné, pro a < 0* definujeme o' = (—((—a)™1)).
Opét vynechame detaily dukazu, ze nasobeni spliuje axiomy télesa.

Uloha 1.10. Ukaite, Ze pro libovolné dva fezy o a 3 je a ® 3 fez.

Tim je odvozeni témér dokonceno. Vime, ze takto sestrojené fezy tvoii usporadané
téleso, které ma supremum pro libovolnou neprazdnou shora omezenou mnozinu.
1.5 Vnoreni raciondlnich ¢&isel (8 bodi)

Zbyva dokazat, ze vzniklé téleso obsahuje racionalni ¢isla jako podtéleso. Pro ra-
ciondlni ¢islo r uvazujme mnozinu r* definovanou takto:

r*={plpeQ,p<r}.
Uloha 1.11. Pro libovolné raciondln{ éislo r plati, ze r* je fez.

Uloha 1.12. Sc¢iténi fezu reprezentujicich racionalni ¢isla odpovida s¢itani racionalnich
¢isel, tedy pro libovolnd dveé raciondlni ¢isla r a s je r* @ s* = (r + s)*.

Podobné Ize dokézat, ze pro libovolna dvé raciondlni ¢isla r a s plati, ze r* © s* =

(rs)* ar* < s*, pravé kdyz r < s. Z toho vyplyvd, ze kazdé racionélni ¢islo r muzeme
zidentifikovat s fezem r*.

1.6 Shrnuti

V této uloze jsme popsali, jak pomoci Dedekinovych rezu zkonstruovat z usporadaného
télesa (Q, +, -, <) jiné usporddané téleso (R, @, ®, <) spliujici axiom o supremu. Navic
jsme ukazali, ze lze téleso Q vnofit do nové zkonstruovaného télesa R.



2 Jen jeden sinus? (40 bodt)

Ctendr urcité dobte zna kiivku funkce sinz. V této tloze se zaméiime na posloupnost
{sinn}S2, a jeji pocatecni usek. Ukdzeme si, ze zména métitka muze mit velky vliv.
Prvnich deset ¢lenu posloupnosti vypada presné tak, jak ¢tenar ocekava.
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protoze jsme hodnoty desetkrat vice nahustili vedle sebe, tedy jednotlivé obloucky
funkce sin x za¢nou splyvat.
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Zkusime tedy zobrazit prvnich tisic a prvnich deset tisic ¢lent, coz vytvori dva
ruzné piekvapivé vzory. Pro tisic ¢lenu dostavame jakysi vzor Sestitthelniku. Ty vidime
kvuli nasemu vnimani, které spojuje nesouvisejici véci. Pro deset tisic vSak dostavame



jesté prekvapiveéjsi vzor, ktery viubec nevypada jako posloupnost; vidime fadu sinuso-
vek polozenych pres sebe.
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Moznd je prekvapivé, ze se obrazky pro tisic a deset tisic bodu tolik lisi. Zkuste
se vSak na obréazek pro tisic bodu podivat ze strany a uvidite posunuté sinusovky.

Uloha 2.1. Vasim tkolem je posledni obrézek pochopit a vysvétlit. Pro¢ na obrazku
vidime pres sebe polozené sinusovky? Kolik téch sinusovek je a jakou maji periodu?
Proc¢ obrazek vypada symetricky kolem osy x?

Ndpovéda. Co vite o aproximaci ¢isla 77 Muzete k analyzovéani posloupnosti pouzivat
libovolny matematicky software a zkusit 1épe pochopit, jak se hodnoty posloupnosti
{sinn}22, chovaji.



