Matematicka analyza 2 cviceni 28.3.2013

1 Rozklad na parcialni zlomky

Plati nasleduji prekvapiva hriizostrasné vypadajici véta.

Véta (Existence rozkladu na parcidlni zlomky). Necht P(z) a Q(z) jsou dva polynomy a stupern
P je menst jak stupen Q). Pokud
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(kde trojéleny x? + Bxj + aj jsou nerozloZitelne), existuje rozklad
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a redalné koeficienty A, 4, Cpq a Dy 4 jsou urcené jednoznacne.

Lidsky feceno, kazdy podil dvou polynomt P(z)/Q(z) mizeme rozloZit na soucet jedno-
duchych zakladnich racionéalnich funkci. Tyto racionalni funkce jsou dvou typt: Prvni maji ve
jmenovateli mocninu kofene, druhé maji ve jmenovateli mocninu nerozlozitelného kvadratického
polynomu.

Abychom nalezli tento rozklad P(x)/Q(z), postupujeme ve dvou krocich:

(1) Pokud stupen P je alespon tak veliky jako stupen @, vydélime P(x)/Q(z) a dale pracujeme
s podilem zbytku.

(2) Rozlozime podil na soucet parcidlnich zlomki, koeficienty nalezneme jako feseni soustavy
linearnich rovnic.

2 Integrace racionalnich funkci

Pokud chceme zintegrovat libovolnou racionalni funkci P(z)/Q(z), nejprve spocitame jeji roz-
klad na parcidlni zlomky. Poté s vyuzitim linearity integruje jednotlivé ¢leny rozkladu, coz jsou
nasledujici tabulkové racionalni funkce:
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Uloha 1. Naleznéte vypadaji primitivni funkce k zakladnim racionalnim funkcim:
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Uloha 2. Uréete primitivni funkce
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3 Urdity integral
Pokud zname primitivni funkci F'(x) a je spojitd na intervalu (a,b), potom plati
b
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Navic plati obdoby vét pro urcité integraly:

Per partes pro urcity integral:

/f 2)da = (gl /f

Substituce pro urcity integral:
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Uloha 3. Spoctéte
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4 Aplikace integralu

Pokud je kiivka dand funkci, tedy y = f(z) pro = € [a,b], potom plocha pod ni ma obsah
fab f(z)dz. Pokud je kiivka déna parametricky y = f(t), x = g(t) pro t € [a,b], plocha pod
touto kfivkou je ff f(t)g'(t) dt. Pokud je kiivka ddna v polarnich soufadnicich r» = r(¢) pro

¢ € o, B], je plocha mezi kiivkou a stfedem soufadnic rovna | f 2r2(p) dep.

leoha 4. Spoctéte obsah obdélniku, trojihelniku, kruhu a plochy seviené krivkami y = %,
Yy=-3ax=2.

Pro kfivku danou funkei, tedy y = f(x) pro = € [a, b], je jeji délka rovna

b
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Pro¢? Krivku aproximujeme lomenou carou a jeji délku pocitdme podle Pythagorovy véty. Po-
dobné pro kfivku danou parametricky a v polarnich souradnicich dostdvame
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Uloha 5. Spoctéte obvod kruznice, délku kiivky 2%/2 pro x € [0, a] a délku kiivky 1 4:U —= log T
pro z € [1,¢].

Uloha 6. Zjistéte pomoci integralniho kritéria, zda nasledujici fady konverguji (s parametrem
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Uloha 7. Odhadnéte funkci n! pomoci integrélu.
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Napoveda. Zkuste pouzit logaritmus.



