
Pokročilá lineárńı algebra 2 2. série

3 Determinant je multilineárńı alternuj́ıćı forma (40 bod̊u)

Těmito slovy by vám algebraik pravděpodobně popsal determinant. Definice je na jednu stranu
krátká a jednoduchá, na druhou stranu člověku neznalému těchto pojmů neřekne absolutně nic.
Naš́ım ćılem v této úloze bude si tuto definici představit a ukázat ekvivalenci s typickou definićı
determinantu pomoćı formule

det(A) =
∑

π∈Sn

sgn(π)
n
∏

i=1

ai,π(i). (♣)

Z formule vyvod́ıme (s trochou práce) vlastnosti determinantu, pomoćı kterých ho můžeme
spoč́ıtat. Na druhou stranu v̊ubec neńı vidět, kde se tato formule vzala a proč zrovna takhle je
zaj́ımavá; což bude mnohem zřejměǰśı z algebraického př́ıstupu pomoćı multilineárńıch forem.

Jednotlivé vlastnosti si proto budeme ilustrovat na matićıch 2 × 2, kde můžeme snadno
zkontrolovat, že je determinant definovaný (♣) splňuje:
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3.1 Definice determinantu pomoćı vlastnost́ı

Zkuśıme determinant nadefinovat pomoćı vlastnost́ı, které splňuje. Pro jednoduchost budeme
pracovat nad tělesem reálných č́ısel.1 Determinant det je libovolné zobrazeńı

det : Rn×n → R,

které splňuje následuj́ıćı tři vlastnosti. Tedy determinant přǐrazuje čtvercovým matićım reálná
č́ısla. Formálně máme jednu definici determinantu pro každou velikost čtvercové matice, což
budeme ignorovat. Tři vlastnosti jsou tyto:

(1) Determinant je lineárně závislý na prvńım řádku matice:
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Tedy násobky řádk̊u můžeme z determinantu vytknout a podobně můžeme rozděleńım
řádku rozdělit jeden determinant na součet dvou determinant̊u. Pozor, rozhodně z toho
nevyplývá, že det(A+B) = det(A)+det(B), můžeme aplikovat pouze na jeden řádek naráz.
Této vlastnosti se ř́ıká linearita prvńıho řádku a drobnou úpravou (1) na (1’) dostaneme
slibovanou multilinearitu.

(2) Determinant je alternuj́ıćı; prohozeńı dvou řádk̊u matice změńı znaménko determinantu.
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(3) Determinant jednotkové matice det(In) je roven jedné.
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Podle vlastnost́ı (1) a (2) je determinant překvapivě určený jednoznačně až na přeškálováńı.
Posledńı vlastnost fixuje hodnotu determinantu nějaké matice.

1Definici determinantu lze samozřejmě zobecnit i pro ostatńı tělesa. Jediný rozd́ıl je, že nad tělesem charakte-
ristiky dva (např. Z2) se uvažuje mı́sto vlastnosti (2) vlastnost (4).
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V př́ıpadě našeho odvozeńı se ukazuj́ı dvě pot́ıže algebraického př́ıstupu. Předně ani nev́ıme,
jestli existuje nějaké funkce splňuj́ıćı vlastnosti (1) až (3) (což v́ıme podle znalosti formule
(♣), kterou však nebudeme cht́ıt použ́ıvat). Také zat́ım nev́ıme, zda je determinant určený
jednoznačně.

3.2 Odvozeńı daľśıch vlastnost́ı

Začneme t́ım, že z vlastnost́ı (1) až (3) odvod́ıme daľśı základńı vlastnosti determinantu.

Úloha 3.1. Dokažte následuj́ıćı vlastnosti (1’) a (4) až (10).

Poznámka. V jejich d̊ukazu nemůžete použ́ıvat nic jiného než vlastnost́ı (1) až (3) a vlastnost́ı již
dokázaných. Pokud se nepodař́ı některou vlastnost dokázat, můžete ji přeskočit a dále použ́ıvat
(č́ımž pochopitelně dostanete méně bod̊u).

(1’) Prvńı řádek neńı v ničem speciálńı, determinant je lineárně závislý na libovolném řádku
matice. Této vlastnosti se ř́ıká multilinearita.
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(4) Pokud má determinant nulový řádek, je roven nule.
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(5) Pokud má determinant dva řádky stejné, je roven nule.
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(6) Přičteńı libovolného násobku jednoho řádku k jinému neměńı determinant.
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(7) Determinant trojúhelńıkové matice T (horńı či dolńı) je roven součinu prvk̊u na hlavńı
diagonále; det(T ) = t1,1 · t2,2 · · · tn,n.
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(8) Determinant umožňuje testovat regularitu. Je nenulový právě tehdy, když je matice re-
gulárńı.

Nápověda. Aplikujte Gaussovu eliminaci, která neměńı determinant (nebo alespoň neměńı ne-
nulovost). Jak dopadne, pokud je matice regulárńı? Jaký výsledek dostaneme pro singulárńı
matici?

Poznámka. Z výše uvedených vlastnost́ı již vyplývá jednoznačnost determinantu. Totiž apli-
kováńım Gaussovy eliminace źıskáme, že determinant je (až na znaménko) součin pivot̊u. Pro
daný postup Gaussovy eliminace proto vždy źıskáme stejné č́ıslo a determinant muśı být určený
jednoznačně. Protože však Gaussovu eliminaci můžeme provádět r̊uzným zp̊usobem, neńı jasné,
zda vždy dostaneme stejné č́ıslo, a tedy jestli je determinant v̊ubec dobře zadefinovaný. Mohlo
by se ještě stát, že nebude existovat žádná funkce splňuj́ıćı vlastnosti (1) až (3).
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(9) Determinant součinu dvou matic je součin jejich determinant̊u, tedy plat́ı det(AB) =
det(A) det(B).
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Nápověda. Lze např́ıklad postupovat následuj́ıćım trikem. Př́ıpad, kdy je B singulárńı, vyřeš́ıme
zvlášt’. Pokud je B regulárńı, definujme zobrazeńı d:

d(A) =
det(AB)

det(B)
.

Potřebujeme pouze dokázat, že zobrazeńı d splňuje vlastnosti (1) až (3). Potom z jednoznačnosti
determinantu dostaneme, že d = det (a teoreticky by ani jedna z funkćı nemusela v̊ubec existo-
vat).

Matice Pπ je permutačńı (odvozená od permutace π), pokud má v každém řádku a sloupci
obsahuje právě jednu jedničku a na ostatńıch pozićıch nuly; podrobněji v úloze 2 z prvńı série.

Úloha 3.2. Jak vypadá determinant permutačńı matice Pπ? Zkuste dokázat jak pomoćı vlast-
nost́ı, tak pomoćı definice (♣).

Zbývá ukázat posledńı vlastnost (10) a t́ım bude náš seznam vlastnost́ı úplný.

(10) Determinant matice i jej́ı transpozice je stejný, tedy detA = detAT.

Nápověda. Problém je, že všechny předchoźı vlastnosti determinantu hovoř́ı o řádćıch matice.
Důkaz však lze založit na LDU dekompozici, kterou jsme si ukazovali na cvičeńı. Singulárńı
př́ıpad A vyřeš́ıme zvlášt’. Pro každou regulárńı matici A plat́ı

PA = LDU,

kde P je vhodná permutačńı matice, L je dolńı a U je horńı trojúhelńıková matice s jednotkovou
diagonálou aD je diagonálńı matice obsahuj́ıćı pivoty. Důkaz se provede aplikováńım transpozice
na LDU dekompozici a porovnáńım determinant̊u.

Posledńı vlastnost (10) prakticky zdvojuje seznam vlastnost́ı, které o determinantu známe.
Źıskáváme podobné vlastnosti o sloupečćıch matice: Determinant je lineárně závislý na libo-
volném sloupečku; pokud je libovolný sloupeček nulový nebo jsou dva sloupečky stejné, je de-
terminant nulový; . . .

3.3 Ekvivalence s definićı pomoćı formule (♣)

Zbývá dokázat, že determinant definovaný vlastnostmi (1) až (3) splňuje formuli (♣).

Úloha 3.3. Dokažte, že determinant definovaný (1) až (3) je ekvivalentńı s definićı (♣).

Nápověda. Rozděĺıme výpočet jednoho determinantu na výpočet nn determinant̊u. Podle vlast-
nosti (1) rozděĺıme determinant na n determinant̊u, každý z nich obsahuje pouze jedno č́ıslo z
prvńıho řádku a na zbývaj́ıćıch pozićıch nuly:
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Stejně tak rozděĺıme i ostatńı řádky, každý na n daľśıch determinant̊u:
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Tak źıskáme nn matic (každá obsahuje právě jeden koeficient p̊uvodńı matice v každém řádku),
jejichž determinanty budou triviálńı. Část z nich bude nulových a ty zbývaj́ıćı budou členy sumy
(♣). Např́ıklad pro výše uvedený determinant dostáváme
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4 Hadamardovy matice daj́ı nejv́ıce! (30 bod̊u)

V této úloze se budeme zabývat speciálńımi čtvercovými maticemi, které se nazývaj́ı Hadamar-
dovy. Maj́ı překvapivě zaj́ımavou kombinatorickou strukturu a použ́ıvaj́ı se např́ıklad v teorii
samoopravných kódu nebo ve statistice. Jeden ze základńıch otevřených problémů je, pro které
velikosti v̊ubec existuj́ı. Ukážeme si konstrukci pro velikosti ve tvaru 2k a také překvapivou
souvislost Hadamardových matic s determinantem.

Definice. Matice H ∈ {−1, 1}n×n se nazývá Hadamardova, pokud plat́ı

HHT = HTH = nIn.

Tedy Hadamardova matice je tvořená ±1 a má ortogonálńı řádky a sloupce.

Např́ıklad Hadamardova matice řádu dva vypadá takto:
(

1 1
1 −1

)

. Nejprve vypozorujme:

Úloha 4.1. Necht’ H je Hadamardova matice n× n. Potom n = 1, 2 nebo je dělitelné čtyřmi.

Nápověda. Nejprve zkuste dokázat dělitelnost dvěma (s výjimkou n = 1). Pokud H je Hada-
mardova matice, můžeme s ńı provádět určité úpravy, které

”
hadamardovost“ zachovávaj́ı.

Základńı hypotéza Hadamardových matic ř́ıká, že Hadamardova matice existuje pro každé
n = 4k. Je známo pouze několik r̊uzných konstrukćı, z nichž dostaneme Hadamardovy matice
pouze pro některé řády.2 Ukážeme si Sylvesterovu konstrukci pro n = 2k. Pokud vymysĺıte či
nastudujete nějakou jinou konstrukci a nauč́ıte mě ji, můžete dostat bonusové body.

Úloha 4.2. Dokažte, že existuje Hadamardova matice Hn velikosti n× n pro každé n = 2k.

Nápověda. Zkuste objevit induktivńı konstrukci, která vytvoř́ı H2n nějakým zp̊usobem z matice
Hn. Také můžete využ́ıt Kronecker̊uv součin matic, který se definuje takto: Necht’ A je matice
m× n a B je matice p× q. Kronecker̊uv součin A⊗B je matice mp× nq tvořená m× n bloky
velikosti p×q tak, že blok na souřadnićıch (i, j) je matice ai,jB. Jestliže A a B jsou Hadamardovy
matice, jak vypadá A⊗B? Př́ıklad součinu A⊗B:

A =

(

1 2 3
4 5 6

)

, B =

(

1
2 −1

)

, potom A⊗B =


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2 −1 4 −2 6 −3

4 5 6
8 −4 10 −5 12 −6









.

Na závěr dokažme, že Hadamardovy matice jsou extremálńı matice pro následuj́ıćı větu.
Objevil ji sám Hadamard v roce 1893, č́ımž započal zkoumáńı Hadamardových matic.

Úloha 4.3. Mějme matici A velikosti n × n, že |ai,j | ≤ 1 ve všech pozićıch (i, j). Potom plat́ı
| det(A)| ≤ nn/2 a rovnosti se nabývá právě tehdy, když A je Hadamardova matice.

Nápověda. Využijte toho, že absolutńı hodnota determinantu odpov́ıdá objemu rovnoběžnostěnu
určeného řádky matice. Pokud máme rovnoběžnostěn určený vektory x(1), . . . ,x(n), jaký je jeho
maximálńı objem v závislosti na normách ‖x(1)‖, . . . , ‖x(n)‖? A kdy se tohoto maxima přesně
nabývá?

2Otevřené řády do dvou tiśıc jsou 668, 716, 892, 1004, 1132, 1244, 1388, 1436, 1676, 1772, 1916, 1948 a 1964.
Např́ıklad matice řádu 428 byla zkonstruována teprve nedávno, v IPM v Tehránu v roce 2005.
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