Pokrodila linearni algebra 2 2. série

3 Determinant je multilinedrni alternujici forma (40 boda)

Témito slovy by vam algebraik pravdépodobné popsal determinant. Definice je na jednu stranu
kratka a jednoduché, na druhou stranu ¢lovéku neznalému téchto pojmu nefekne absolutné nic.
Nasim cilem v této 1loze bude si tuto definici predstavit a ukazat ekvivalenci s typickou definici
determinantu pomoci formule

det(A) = Z sgn(7) Haz‘,n(z‘)- (%)
i=1

TESR

Z formule vyvodime (s trochou prace) vlastnosti determinantu, pomoci kterych ho muzeme
spocitat. Na druhou stranu vubec neni vidét, kde se tato formule vzala a pro¢ zrovna takhle je
zajimava; coz bude mnohem ziejméjsi z algebraického piistupu pomoci multilinedrnich forem.

Jednotlivé vlastnosti si proto budeme ilustrovat na maticich 2 x 2, kde muzeme snadno
zkontrolovat, ze je determinant definovany () spliuje:

3.1 Definice determinantu pomoci vlastnosti

Zkusime determinant nadefinovat pomoci vlastnosti, které spliuje. Pro jednoduchost budeme
pracovat nad télesem redlnych ¢fsel! Determinant det je libovolné zobrazeni

det : R™"™ — R,

které spliiuje néasledujici t¥i vlastnosti. Tedy determinant pfifazuje ¢tvercovym maticim realna
¢isla. Formalné mame jednu definici determinantu pro kazdou velikost ¢tvercové matice, coz
budeme ignorovat. TTi vlastnosti jsou tyto:

(1) Determinant je linedrné zavisly na prvnim fadku matice:

a b

c d

a b
c d

a+ad b+0
c d

-+

yra y-bl _
9 ‘C d‘_’y

a b
c d‘ '

Tedy néasobky radku muzeme z determinantu vytknout a podobné muzeme rozdélenim
Ffaddku rozdeélit jeden determinant na soucet dvou determinantu. Pozor, rozhodné z toho
nevyplyva, ze det(A+B) = det(A)+det(B), muzeme aplikovat pouze na jeden fadek nardz.
Této vlastnosti se tika linearita proniho 7ddku a drobnou tpravou (1) na (1’) dostaneme
slibovanou multilinearitu.

(2) Determinant je alternugici; prohozeni dvou fadku matice zmeéni znaménko determinantu.
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(3) Determinant jednotkové matice det(I,,) je roven jedné.

Podle vlastnosti (1) a (2) je determinant prekvapivé uréeny jednoznacéné az na preskalovéani.
Posledni vlastnost fixuje hodnotu determinantu néjaké matice.

'Definici determinantu lze samoziejmé zobecnit i pro ostatn{ télesa. Jediny rozdil je, Ze nad télesem charakte-
ristiky dva (napf. Z2) se uvazuje misto vlastnosti (2) vlastnost (4).



V pripadé naseho odvozeni se ukazuji dvé potize algebraického ptistupu. Pfedné ani nevime,
jestli existuje néjaké funkce spliujici vlastnosti (1) az (3) (coz vime podle znalosti formule
(&), kterou vsak nebudeme chtit pouzivat). Také zatim nevime, zda je determinant urceny
jednoznacné.

3.2 Odvozeni dalsich vlastnosti

Zacneme tim, ze z vlastnosti (1) az (3) odvodime dalsi zakladni vlastnosti determinantu.
Uloha 3.1. Dokazte nasledujici vlastnosti (1°) a (4) az (10).

Pozndmka. V jejich dikazu nemuzete pouzivat nic jiného nez vlastnosti (1) az (3) a vlastnosti jiz

dokédzanych. Pokud se nepodaii nékterou vlastnost dokazat, muzete ji preskocit a dédle pouzivat
(¢imz pochopitelné dostanete méné bodu).

(1) Prvni fddek neni v ni¢em specidlni, determinant je linedrné zavisly na libovolném radku
matice. Této vlastnosti se fika multilinearita.
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(4) Pokud mé determinant nulovy fadek, je roven nule.
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(5) Pokud mé determinant dva fadky stejné, je roven nule.
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(6) Pricteni libovolného nasobku jednoho fadku k jinému neméni determinant.
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(7) Determinant trojihelnikové matice 7' (horni ¢i dolni) je roven sou¢inu prvki na hlavni
diagondle; det(T") =t11 - ta 2 tnn.

= ad.
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(8) Determinant umoznuje testovat regularitu. Je nenulovy prévé tehdy, kdyz je matice re-
gularni.

Ndpovéda. Aplikujte Gaussovu eliminaci, kterd neméni determinant (nebo alesponn neméni ne-
nulovost). Jak dopadne, pokud je matice reguldrni? Jaky vysledek dostaneme pro singuldrni
matici?

Pozndamka. 7 vyse uvedenych vlastnosti jiz vyplyva jednoznaénost determinantu. Totiz apli-
kovanim Gaussovy eliminace ziskdme, Ze determinant je (az na znaménko) soucin pivotu. Pro
dany postup Gaussovy eliminace proto vzdy ziskdme stejné éislo a determinant musi byt urceny
jednoznacné. Protoze vsak Gaussovu eliminaci muzeme provadét ruznym zpusobem, neni jasné,
zda vzdy dostaneme stejné ¢islo, a tedy jestli je determinant viubec dobre zadefinovang. Mohlo
by se jesté stdt, ze nebude existovat zadna funkce spliujici vlastnosti (1) az (3).



(9) Determinant sou¢inu dvou matic je soucin jejich determinantu, tedy plati det(AB) =
det(A) det(B).

b bh
gi@iE?i@h=(%+bm@f+mw—u#+bm@e+@):
e f

= (ad — be)(eh — fg) = g hl

ab'
c d

Napovéda. Lze napiiklad postupovat nasledujicim trikem. Piipad, kdy je B singularni, vytesime
zv14st. Pokud je B regularni, definujme zobrazeni d:

~ det(AB)
d(4) = det(B)

Potfebujeme pouze dokézat, ze zobrazeni d splituje vlastnosti (1) az (3). Potom z jednoznacnosti
determinantu dostaneme, ze d = det (a teoreticky by ani jedna z funkci nemusela vubec existo-
vat).

Matice Py je permutaéni (odvozend od permutace 7), pokud mé v kazdém Fadku a sloupci
obsahuje pravé jednu jednicku a na ostatnich pozicich nuly; podrobnéji v tloze 2 z prvni série.

Uloha 3.2. Jak vypada determinant permutac¢ni matice P,? Zkuste dokazat jak pomoci vlast-
nosti, tak pomoci definice (d).

Zbyvé ukazat posledni vlastnost (10) a tim bude nas seznam vlastnosti iplny.

(10) Determinant matice i jeji transpozice je stejny, tedy det A = det AT.

Napovéda. Problém je, ze vSechny predchozi vlastnosti determinantu hovoii o fadcich matice.
Dikaz vsak lze zalozit na LDU dekompozici, kterou jsme si ukazovali na cvi¢eni. Singuldrni
pifpad A vyfesime zvlast. Pro kazdou reguldrni matici A plat{

PA = LDU,

kde P je vhodnd permuta¢ni matice, L je dolni a U je horni trojtihelnikova matice s jednotkovou
diagondlou a D je diagonalni matice obsahujici pivoty. Diikaz se provede aplikovanim transpozice
na LDU dekompozici a porovnanim determinantu.

Posledni vlastnost (10) prakticky zdvojuje seznam vlastnosti, které o determinantu zname.
Ziskavame podobné vlastnosti o sloupeccich matice: Determinant je linedarné zavisly na libo-
volném sloupecku; pokud je libovolny sloupecek nulovy nebo jsou dva sloupecky stejné, je de-
terminant nulovy; ...

3.3 Ekvivalence s definici pomoci formule (&)

Zbyva dokéazat, ze determinant definovany vlastnostmi (1) az (3) spliiuje formuli (é).

Uloha 3.3. Dokaite, 7ze determinant definovany (1) az (3) je ekvivalentni s definici ().

Ndapovéda. Rozdélime vypocet jednoho determinantu na vypocet n' determinantu. Podle vlast-
nosti (1) rozdélime determinant na n determinanti, kazdy z nich obsahuje pouze jedno ¢islo z
prvaniho fadku a na zbyvajicich pozicich nuly:
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Stejné tak rozdélime i ostatni fadky, kazdy na n dalsich determinantu:
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Tak ziskdme n™ matic (kazda obsahuje pravé jeden koeficient puvodni matice v kazdém fadku),
jejichz determinanty budou trividlni. Cést z nich bude nulovych a ty zbyvajici budou ¢leny sumy
(). Napiiklad pro vyse uvedeny determinant dostdvame
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4 Hadamardovy matice daji nejvice! (30 bodu)

V této tloze se budeme zabyvat specialnimi ¢tvercovymi maticemi, které se nazyvaji Hadamar-
dovy. Maji prekvapivé zajimavou kombinatorickou strukturu a pouzivaji se naptiklad v teorii
samoopravnych kédu nebo ve statistice. Jeden ze zdkladnich otevienych problémt je, pro které
velikosti vitbec existuji. Ukazeme si konstrukei pro velikosti ve tvaru 2% a také prekvapivou
souvislost Hadamardovych matic s determinantem.

Definice. Matice H € {—1,1}"*" se nazyvd Hadamardova, pokud plati
HH" = H'H = nlI,.

Tedy Hadamardova matice je tvofena +1 a ma ortogonalni radky a sloupce.

Napiiklad Hadamardova matice fddu dva vypada takto: (% 4 ) Nejprve vypozorujme:

Uloha 4.1. Nechf H je Hadamardova matice n x n. Potom n = 1,2 nebo je délitelné ctyimi.

Ndpovéda. Nejprve zkuste dokazat délitelnost dvéma (s vyjimkou n = 1). Pokud H je Hada-
mardova matice, muzeme s ni provadét urcité ipravy, které ,hadamardovost® zachovavaji.

Zakladni hypotéza Hadamardovych matic tikd, ze Hadamardova matice existuje pro kazdé
n = 4k. Je znamo pouze nékolik ruznych konstrukci, z nichz dostaneme Hadamardovy matice
pouze pro nékteré Fady? Ukdzeme si Sylvesterovu konstrukci pro n = 2%, Pokud vymyslite ¢i
nastudujete néjakou jinou konstrukci a nau¢ite mé ji, muzete dostat bonusové body.

Uloha 4.2. Dokazte, ze existuje Hadamardova matice H,, velikosti n x n pro kazdé n = 2.

Ndpovéda. Zkuste objevit induktivni konstrukei, kterd vytvoii Hs, néjakym zpusobem z matice
H,,. Také muzete vyuzit Kroneckertiv sou¢in matic, ktery se definuje takto: Nechf A je matice
m X n a B je matice p x ¢q. Kroneckeruv sou¢in A ® B je matice mp X nq tvorend m x n bloky
velikosti p x ¢ tak, Ze blok na soutadnicich (4, j) je matice a; ; B. Jestlize A a B jsou Hadamardovy
matice, jak vypadd A ® B? Ptiklad sou¢inu A ® B:
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Na zévér dokazme, ze Hadamardovy matice jsou extremalni matice pro nasledujici vétu.
Objevil ji sam Hadamard v roce 1893, ¢imz zapocal zkoumani Hadamardovych matic.

Uloha 4.3. Méjme matici A velikosti n x n, Ze la; j| < 1 ve vsech pozicich (i,j). Potom plati
| det(A)| < n™? a rovnosti se nabyvé pravé tehdy, kdyz A je Hadamardova matice.

Ndpovéda. Vyuzijte toho, ze absolutni hodnota determinantu odpovida objemu rovnobéznosténu

urcené¢ho radky matice. Pokud méme rovnobéznostén urceny vektory x(1y, ..., X(y), jaky je jeho
maximalni objem v zavislosti na normach [[x|l,. .., [X@||? A kdy se tohoto maxima presné
nabyva?

2Oteviené fady do dvou tisic jsou 668, 716, 892, 1004, 1132, 1244, 1388, 1436, 1676, 1772, 1916, 1948 a 1964.
Napiiklad matice fddu 428 byla zkonstruovéna teprve nedavno, v IPM v Tehrdnu v roce 2005.



