Pokrocila linearni algebra 2. série

4 Mocniny Jordanovy matice (20 bodu)

Jordanova matice je blokovd diagondlni matice slozena z ¢tvercovych blokt umisténych podél
diagonadly, které se nazyvaji Jordanovy buriky. Jordanova buika Jy je matice, kterd ma na dia-
gonale hodnotu A, nad diagonalou prouzek jednicek a zbytek matice je nulovy, priklad Jordanovy
bunky 5 x 5 je na obrazku vlevo. Jordanova matice je slozena z bloki umisténych na diagonalu,
a kazdy blok je jedna Jordanova bunka. Ptiklad Jordanovy matice je na obrazku vpravo.
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Jordanova véta je jeden z fundamentalnich vysledku linearni algebry a fika nésledujici:

Véta (Jordanova normalni forma). Pro kaZdou ctvercovou matici A existuje reguldrni matice S

a Jordanova matice J, Ze
A=SJS L

Napiiklad pro matici A pro vypocet Fibonacciho ¢isel z prvniho tkolu (¢i konce kapitoly 3.1
textu Povidani o linedrni algebfe) dostdvame nésledujici na prvni pohled odpudivou Jordanovu
normalni formu:
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Je velice uziteéné umét pro matici A spocitat jeji k-tou mocninu A*, s tim jsme se uz setkali

v prvnim tkolu pro vyse uvedenou A. Ptesné v takové situaci se hodi Jordanova véta, kterd
umoznuje A* presné urcit. Plati totiz:
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Tedy v ptipadé k-té mocniny staci umocnovat pouze Jordanovu matici. Naptiklad muzete zkusit
z vyse uvedeného rozkladu vyvodit vzorec pro k-té Fibonacciho ¢islo
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Cilem této ulohy je zjistit, jak vypada k-t4 mocnina Jordanovy matice. To lze samoziejmé

spocitat piimo z definice maticového nasobendi, i kdyz postup je to trochu pracny. Ukazeme si tri-
kovy vypocet zalozeny na binomické vété. Pro zac¢atek jedna ze zakladnich vlastnosti blokovych

diagondlnich matic:

Uloha 4.1. Predpokladejme, ze umime umocnovat Jordanovy bunky, tedy zname J/’\“. Urcete
J¥ v zévislosti na J/]\“.



4.1 Binomicka véta

Binomicka véta z kombinatoriky je néasledujici identita, kterd plati pro vSechna realna ¢isla a a
b a pfirozena cisla k:

(a+b)F = <g> a®b™ + <Tll> alv 1+ <Z> a®b" i < " 1> a1t + <n> a™b’.
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Ptesné v této podobé vsak binomickd véta pro matice fungovat nemuze, totiz napiiklad:
(A+B)(A+B)=A(A+B)+B(A+ B) = A> + AB + BA + B~

Protoze soucin matic obecné nekomutuje, neplati obecné rovnost (A + B)? = A? + 2AB + B2
Pokud se viak AB = BA, binomicka véta plati. Specidlné jsme ukézali na cvicenich, ze al,
komutuje s libovolnou matici A.

Uloha 4.2. Cemu se rovné (A + o,,)*?

4.2 Mocnina Jordanovy bunky

Zbyva vyftesit, jak vypadd k-t4 mocnina Jordanovy bunky J ;f To udélame ve dvou krocich:
Uloha 4.3. Jak vypada k-t4 mocnina JF?

Ndpovéda. Tady staci postupovat z definice nasobeni, ale vysledek vyjde velice hezky.
Uloha 4.4. Jak vypadda k-t4 mocnina J/’\“?

Napovéda. Vyuzijte binomickou vétu.

5 Matice s vzorem Sachovnice (25 bodi)

Na cviceni jsme dokézali, ze tiidy & hornich trojihelnikovych matic, £ dolnich trojihelnikovych
matic a D diagonélnich matic jsou uzaviené na s¢itani, ndsobeni a inverze (pochopitelné pouze
pokud inverze existuji). Tedy napiiklad pro A,B € U plati A+ B e U, AB €U a A~ € U,
pokud operace davaji smysl.

V této tloze chceme zjistit, jestli néco podobného plati pro dvé t¥idy matic Sy a S, se
sachovnicovym vzorem. Nejprve definujme tyto tiidy. Ctvercovd matice A patif do Sy, prave
kdyz (A);; = 0, kdykoliv i 4 j je liché. Podobné ¢tvercova matice B patii do S, prave kdyz
(B)i,; = 0, kdykoliv i + j je sudé. Na ostatni policka matic neklademe zddné predpoklady, tedy
napftiklad nulova matice patii do obou tiid.

Priklad. Neékolik prikladu téchto matic (s vynechanymi nulami mimo Sachovnicovy vzor):
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Uloha 5.1. Rozhodnéte, zda jsou tiidy Sy a Sy uzaviené na soucet.

Uloha 5.2. Rozhodnéte, zda jsou tifdy Sy a Ss uzaviené na soucin? Jsou souciny matic z téchto
tr{d v néjakém dalsim vztahu; tfeba pro AB, pokud A € Sy a B € §,7

Uloha 5.3. Rozhodnéte, zda jsou tiidy S; a S, uzaviené na inverze (opét s predpokladem, ze
pro A inverzni matice A~! existuje)? Lze pro nékteré rozméry s jistotou Fict, ze matice nenf
invertovatelna?

Ndpovéda. Inverze se pocitd pomoci Gaussovy eliminace, ktera prevede tvar (A | I,) na tvar
(I, | A=Y). Nelze néjak vhodné vyuzit vlastnosti sachovnicového vzoru?



