Pokrodila linearni algebra 2 2. série

10 Determinuji determinanty perfektni parovani? (25 boda)

V této uloze si ukazeme jednu kombinatorickou aplikaci determinantii. Pdrovdni P je mnozina
hran, které nesdileji koncové vrcholy. Tedy zadny vrchol grafu je inciden¢ni s nejvyse jednou
hranou z P. Parovani je perfektni, pokud obsahuje 5 hran, kde n je pocet vrcholu grafu; tedy
kazdy vrchol je sparovany s néjakym jinym. Pochopitelné ne kazdy graf obsahuje perfektni
péarovani. Minimalné musi byt poc¢et vrcholu sudy, aby vubec perfektni parovani mohlo existovat.
Na obrézku jsou pro graf vlevo vyznacena dvé ruzné perfektni parovani, pro graf vpravo zadné

perfektni parovani neexistuje. (Proc¢?)

dz&r ok

Pro jednoduchost se v této tloze zaméfime na bipartitni grafy. Méjme bipartitni graf G s
dvéma partitami U = {ui,...,um} a V = {vi,...,v,}. Ten lze popsat incidenéni matici partit
I velikosti m x n takovou, ze

(1) 1, pokud uv; € E(G),
i =
" 0, pokud wv; ¢ E(G).

Napiiklad pro nize uvedeny graf G dostaneme nésledujici matici I:

Uy V1
u v 1 1 1 1
2 2
1 11
Ie = 11
us V3 1
Uy V4

Aby perfektni parovani viitbec mohlo existovat, musi platit |U| = |V, tedy matice I musi byt
¢tvercova. Vasim tkolem je zjistit, jaky je vztah mezi det(Ig) a existenci perfektniho parovani.

Uloha 10.1. Dokaite, ze pokud det(Ig) # 0, graf G ma nutné perfektni parovani.

Uloha 10.2. Rozhodnéte a zduvodnéte, zda plati i obracend implikace: Pokud G obsahuje
perfektni parovani, potom det(Ig) # 0. Je néjaky vztah mezi hodnotou determinantu a poctem
ruznych perfektnich parovani?

Poznamka. Vyse uvedeny vztah lze zobecnit i na nebipartitni grafy, i kdyz je to malicko kom-
plikovanéjsi a souvisi to s poctem cyklickych pokryti grafu. Presny pocet perfektnich parovani
bipartitniho grafu je roven permanentu perm(Ig), coz je ,determinant bez znaménka“:

n
perm(A) = Z Haiﬁr(i)'
TES, i=1
Urc¢it pocet perfektnich parovani i pro bipartitni graf (a tedy i vypocet permanentu matic ob-
sahujicich pouze nuly a jednicky) je #P-uplny problém, coz znamen4, ze pro to (pravdépodobné)
neexistuje polynomislni algoritmus.! Zatimco determinant mizeme spocitat efektivné, drobnd
zména, v definici na permanent zpusobi, Ze se tato formule efektivné uréit neda.

1T¢{da #P obsahuje pocitaci verze problému z NP. Napiiklad problém existence hamiltonovské kruznice patii
do NP a prislusny problém uréeni poctu ruznych hamiltonovskych kruznic patii do #P. Pochopitelné kazdy
problém z #P je alespon tak tézky jako piislusny rozhodovaci problém v NP. Problém je #P-tplny, pokud je to
nejtézsi problém v #P.



11 Po stopach matic (25 bodu)

Pro ¢tvercovou matici A definujme jeji stopu tr(A) jako soucet prvku na diagondle:

tI‘(A) = iam’.
=1

Na prednésce jste si pomoci charakteristického polynomu dokézali, ze stopa tr(A) je rovna souctu
vlastnich ¢isel A. V této 1loze ukazeme alternativni dukaz spolu s dalsimi vlastnostmi stopy.
Je snadné nahlédnout, ze stopa je linearni v koeficientech matice, tedy

tr(A+ B) = tr(A) + tr(B) a tr(cA) = c-tr(A).

Stopa se nechova vuéi souc¢inu matic tak pékné jako determinant, obecné tr(AB) je zcela rozdilna
od tr(A)tr(B). Pro stopu vsak plati nasledujici cyklickd vlastnost:

Uloha 11.1. Dokaizte pro libovolné matice A € R™*" a B € R"*™, 7e plati
tr(AB) = tr(BA). (1)

Poznamenejme, Ze také existuje velice hezka formule pro tr(CTD) v fe¢i Hadamardova mati-
cového soucinu o, coz je soucin po slozkach. Nyni uz je snadné dokézat, ze maticova podobnost
zachovava stopu a ze stopa je rovna souctu vlastnich ¢isel. Tedy stopa je vlastnosti linearniho
zobrazeni a nezalezi na konkrétni volbé béze.

Uloha 11.2. Dokaite, ze maticovd podobnost neméni stopu, tedy tr(SAS™!) = tr(A).
Uloha 11.3. Nechf A1,..., A, jsou vlastni &sla matice A. Dokazte, ze

tr(A) = A1+ -+ A\

Nakonec si ukazeme alternativni definici stopy, podobné jako jsme v tloze 8, kdy jsme cha-
rakterizovali determinant pomoci vlastnosti. Piekvapivé vySe popsané vlastnosti urcuji stopu
skoro jednoznacéné. Aby byl popis jednoznacny, musime zvolit hodnotu stopy pro jednu z matic,
kterd ji ma nenulovou.

Uloha 11.4. Nechf f : R™ " — R je linedrn{ zobrazeni, které spliiuje vlastnost (1) a pro které
f(I) = n. Dokazte, ze potom f = tr.

Ndpovéda. Staci pochopit chovani f pro matice E; ;), které maji vSechny koeficienty nulové a
pouze jediny koeficient na pozici (7, j) roven jedné. To jsou vlastné vektory kanonické béze pro
prostor ¢tvercovych matic R™*™. Staci tedy ukdzat, ze f(E( ;) = tr(E ))-

Existuje pro stopu i néjaka pékna geometrickd motivace? O determinantu jsme si na cviceni
rekli, ze pocita transformaci objemu linearniho zobrazeni. Prekvapivé stopa souvisi s touto mo-
tivaci, nebot popisuje derivaci determinantu, tedy lokdlni zménu objemu v néjaké sérii transfor-
maci. Pfesnéji vztah popisuje Jacobiho formule.

Méjme néjakou sérii matic A(z), kde = € R, a kazdy z koeficientu je néjaka derivovatelna

funkce z. Napiiklad necht
__[cosp —singp
Rle) = (sincp Ccos ) '

je série matic 2 x 2 reprezentujici rotace v roviné. Jacobiho formule tika, ze

d dA
2 det A(x) = tr [ Adi(A) - =2
e det A(z) = tr < dj(A) dx) ,

kde posledni derivace je po ¢lenech a Adj(A) je adjungovana matice, jejiz koeficienty jsou tvorené
determinanty s vyskrtnutym i-tym fadkem a j-tym sloupcem (s pfislusnym znaménkem).
Snadnym vypoctem pro R(p) zjistime, ze d%p det R(p) = 0. To ddvd smysl, nebot vechny

matice rotace jsou ortogonalni a maji stejny determinant.



