Pokrocila linearni algebra 3. série

6 Dedekindovy fezy (30 bodi)

V této tloze se pokusime sezndamit s Dedekindovymi Tezy, pomoci nichz zavedeme realnd ¢isla.
Tuto konstrukci vymyslel a publikoval Dedekind v roce 1872. Poznamenejme, Ze ve stejném roce
Cantor publikoval alternativni zavedeni realnych ¢isel jako limit Cauchyovskych posloupnosti.

Samotnou konstrukci neprovedeme do nejmensich detaild, ostatné to by formalné zabralo
nékolik stranek. Nasim cilem bude poznat, jak tyto fezy funguji a pro¢ maji vlastnosti, které po
realnych ¢isel pozadujeme. Tou nejklicovéjsi vliastnosti bude existence suprema kazdé nepriazdné
shora omezené mnoziny.

Na zacatku mame uspotradané téleso racionélnich ¢isel Q, které spliuje nésledujici vlastnosti:
Scitani a nésobeni je komutativni, asociativni, existuji inverzni prvky a operace jsou svazané
distributivitou, navic mame definované linedrni usporadani (tedy tranzitivni antisymetrickou
relaci). Budeme chtit toto téleso rozsitit, tedy vytvorit téleso redlnych ¢éisel R rozsifujici Q,
které bude splinovat velice silny axiom o supremu. Dalsi veledulezitou vlastnosti raciondlnich
¢isel, kterou budeme potiebovat, je, ze jsou husté, tedy ze mezi kazdymi dvéma racionalnimi
¢isly je jedno dalsi. Formalné: Pokud a,b € Q a a < b, potom existuje ¢ € Q, ze a < ¢ < b.

6.1 Definice fezu

Budeme chtit vyuzit faktu, ze realnych ¢isel je presné tolik, kolik je podmnozin racionalnich ¢isel.
Tedy redlna c¢isla budeme reprezentovat jako podmnoziny racionalnich ¢isel. OvSem ne ledajaké
podmnoziny, budeme uvazovat pouze podmnoziny, které jsou 7ezy.

Rez a je podmnozina Q, kterd spliuje t¥i podminky:

1. @ je neprazdna a rozdilna od celého Q,
2. pokudpea,geQaqg<p, potomiqce a,
3. pokud p € «, potom existuje r, ze p <1 ar € a.

Prvni podminka tika, Ze ez je netrividlni podmnozina. Druha tik4, ze fez obsahuje s kazdym
realnym c¢islem i vSechna mensi. TTeti naopak iikd, ze fez neobsahuje nejvétsi racionalni ¢islo.

V dalsim textu budeme feckymi pismeny «, 3,7, ... oznaCovat fezy a normalnimi pismeny
raciondlni ¢isla.

Uloha 6.1. Pro lepsi sezndmenti s fezy dokazte:

1. Pokud p € @ a ¢ ¢ a, potom p < ¢,
2. Pokud r ¢ v ar <s, potomis ¢ a.

Pan Dedekind nebyl cukraf, a tedy fezy se nejmenuji fezy podle cukrarny. Tento nazev
dostaly, nebot odpovidaji roziiznuti realné osy na dveé ¢asti. Redlné ¢islo r je reprezentovano
tak, ze vezmeme redlnou osu a roziizneme ji v bodé r na dvé ¢dsti. Rez reprezentujici r jsou
potom viechna raciondlni ¢isla mensf nez r. Napifklad fez, ktery bude reprezentovat v/2 bude
mnozina vech racionalnich ¢isel ¢ mensich nez /2 (tedy to jsou bud ¢isla zdporna nebo ty, ze
q? < 2). Tento ez je naznacen tucné na obrazku.
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Abychom pomoci fezu vytvorili usporadané téleso redlnych ¢isel, budeme muset udélat ¢tyti
veéci:

1. Zadefinovat na fezech uspotradani,
2. zadefinovat operaci séitani,
3. zadefinovat operaci nasobeni a



4. ukazat, ze v sobé obsahuji racionalni ¢isla jako podtéleso.

Pokud bychom chtéli definici ovéfit do vsech detaili, museli bychom ukézat, ze spliiuje vSechny
axiomy uspoiradaného télesa. Takovy dikaz by byl moc pracny, a proto ovéiime jenom nékteré
axiomy. I tak ziskdme dobry nahled do toho, jak fezy funguji, diky ¢emuz by dokazani ostatnich
vlastnosti uz nebylo obtizné.

6.2 Usporadani na fezech

Na fezech nadefinujeme usporddéni zcela piirozené. Rezy usporaddme inkluzi, tedy o < S,
pokud a C .
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Uloha 6.2. Dokazte, Ze pro kazdé dva Tezy nastane pravé jedna z moznosti o < 3, a = 3 nebo
a = B.

Uloha 6.3. Dokazte, ze je usporadani tranzitivni: Pro kazdé tii fezy «, 3,7 plati, ze o < 8 a
B <~ implikuje v < 7.

Uloha 6.4. Ukazte, ze plati axiom o supremu. Tedy ukazte, ze pro libovolnou neprazdnou shora
omezenou podmnozinu fezu M existuje sup(M ), nejmensi horni zadvora mnoziny M.

Ndpovéda. Uvazte mnozinu vsech hornich zavor, kazdd z nich je fez. Definujte sup(M) jako
prunik vsech hornich zévor. Budete muset ukazat, ze sup(M) je fez a ze neexistuje zaddna mensi
horni zavora.

6.3 Scitani fezu
Pro dva tezy a a 8 definujeme s¢itani takto:
adf={zr+y|zecayecpf}

Pokud chceme néco dokdzat o scéitani fezu, potiebujeme vyuzit vlastnosti séitani v ra-
ciondlnich ¢islech. Jak by se dalo ¢ekat, struktura racionalnich ¢isel se pfenese i na fezy.

Uloha 6.5. Dokaite, Ze s¢itani @ je komutativni a asociativni.
Neutralni prvek 0* definujeme jako mnozinu véech zapornych raciondlnich éisel!
Uloha 6.6. Dokazte, ze 0* je skutetné neutralni prvek vuci operaci @, tedy a @ 0* = « pro
kazdy tez a.
Definovat inverzni prvek bude malicko komplikovanéjsi. Necht « je libovolny fez. Definujme
(—a)={p|lpeQadr>0,ze—r—pé¢al

Jinymi slovy, p lezi v (—a), pokud néjaké raciondlni ¢islo mensi nez —p nelezi v a. Nésledujici
obrazek ilustruje definici. Mnozina vSech —p z definice odpovida vSem ,vétsim racionalnim
¢islum* nez tém obsazenych v fezu a. Mnozina (—a) obsahuje racionalni ¢isla k nim opaén4.
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Korektnost definice dokdzeme ve dvou krocich:
Uloha 6.7. Dokaiite, 7e pro kazdy fez a je mnozina (—a) fez, tedy spliuje podminky (1) az (3)
7 definice fezu.

Uloha 6.8. Dokaizte pro kazdy tez «, ze (—a) je skutecné inverzni prvek ke sc¢iténi, tedy o +
(—a) =0".

1Znac¢ime s hvézdickou, abychom odligili od neutralniho prvku 0 € Q.



6.4 Nasobeni rezu
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nejprve jenom na kladné fezy. Necht o = 0* a 3 = 0*, potom definujeme
a0pf={p|Irca,IseP,zer>0ap<rs}.
Uloha 6.9. Ukazte, ze pro libovolné dva fezy a = 0* a 5 > 0* je a ® [ Tez.

Podobné jako vyse, lze snadno ukdazat, ze nasobeni spliuje vSechny axiomy télesa. Jako
neutralni prvek 1* se pouzije mnoziné vSech racionédlnich ¢isel mensich nez jedna. Pro o = 0* se
definuje inverzni prvek jako

a_lz{p|p§0nebo§|r>0,2e%—r§éa}.

Protoze v8ak dukaz by byl hodné podobny vyse uvedenym dikaztm pro sc¢itani, detaily si zde
odpustime.

Dodefinovat nasobeni pro vsechny fezy je jednoduché. Pro libovolny fez « plati, ze o ® 0* =
0* ® a = 0*. Déle definujeme

—((—a) ® ), pokud a <0* a = 0%,
(—a) ® (=p), pokud a <0* a f < 0%,
—(a® (=p)), pokud a = 0* a B < 0%,
a®p, jinak plati puvodni definice.

a®pf=

Inverzni prvky se dodefinuji podobné, pro a < 0* definujeme a~! = (—((—a)™!)). Opét vy-
nechame detaily dukazu, ze nasobeni splinuje axiomy télesa.

Uloha 6.10. Ukazte, ze pro libovolné dva fezy o a 8 je a © f8 Fez.

Tim je odvozeni témétr dokonceno. Vime, ze takto sestrojené fezy tvoii usporadané téleso,
které ma supremum pro libovolnou neprazdnou shora omezenou mnozinu.

6.5 Vnoreni racionalnich ¢isel

Zbyva dokazat, ze vzniklé téleso obsahuje racionalni ¢isla jako podtéleso. Pro racionalni ¢islo r
uvazujme mnozinu r* definovanou takto:

r*={p|lpeQp<r}
Uloha 6.11. Pro libovolné raciondln{ &slo r plati, ze r* je Tez.

Uloha 6.12. Scitani fezu reprezentujicich racionalni ¢isla odpovidéd s¢itani racionédlnich &isel,
tedy pro libovolna dvé raciondlni ¢isla r a s je r* @ s* = (r + s)*.

Podobné lze dokézat, ze pro libovolnad dvé raciondlni ¢isla r a s plati, ze r* @ s* = (rs)*
a r* < s*, prave kdyz r < s. Z toho vyplyva, ze kazdé raciondlni ¢islo 7 muzeme zidentifikovat
s fezem 717,

6.6 Shrnuti

V této tuloze jsme popsali, jak pomoci Dedekinovych fezii zkonstruovat z uspordadaného télesa
(Q,+, -, <) jiné usporadané téleso (R, ®, ®, <) spliujici axiom o supremu. Navic jsme ukazali,
ze lze téleso Q vnotit do nové zkonstruovaného télesa R.



7 Jen jeden sinus? (25 bodi)

Ctendr urcité dobfe znd kiivku funkce sin . V této tloze se zaméiime na posloupnost {sinn}o°
a jeji pocatecni tsek. Ukazeme si, ze zména méritka muze mit velky vliv. Prvnich deset ¢lenu
posloupnosti vypada presné tak, jak ¢tenar ocekava.
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jsme hodnoty desetkrat vice nahustili vedle sebe, tedy jednotlivé obloucky funkce sin z za¢nou

splyvat.
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Zkusime tedy zobrazit prvnich tisic a prvnich deset tisic ¢lent, coz vytvori dva ruzné prekvapivé
vzory. Pro tisic ¢lent dostdvame jakysi vzor Sestithelniku. Ty vidime kvuli nasemu vniméni,

v/

vubec nevypadé jako posloupnost; vidime fadu sinusovek polozenych pies sebe.
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Mozné je prekvapivé, ze se obrazky pro tisic a deset tisic bodu tolik ligi. Zkuste se vsak na
obrazek pro tisic bodu podivat ze strany a uvidite posunuté sinusovky.

Uloha 7.1. Vasim tikolem je posledni obrazek pochopit a vysvétlit. Pro¢ na obrazku vidime pres
sebe polozené sinusovky? Kolik téch sinusovek je a jakou maji periodu? Pro¢ obrizek vypada
symetricky kolem osy x?

Ndapovéda. Co vite o aproximaci ¢isla 77 Muzete k analyzovani posloupnosti pouzivat libovolny
matematicky software a zkusit lépe pochopit, jak se hodnoty posloupnosti {sinn}>° ; chovaji.

8 Konecna télesa existuji jen pro mocniny prvocisla (40 bodi)

V této tloze si ukdzeme ¢ast z dukazu nasledujici algebraické véty.
Véta. Konecéné téleso F rddu 7 existuje, prdvé kdyz i je mocnina prvoéisla p*.

Dokonce plati, ze konecné téleso daného fadu je urceno jednoznacné (az na prejmenovani
prvku, kterému se odborné fiké isomorfismus). Tato véta tedy opodstatiiuje oznaceni GIF(pk),
nebot téleso Fadu p” je jednoznacné uréené. V ditkazu ukazeme, ze kazdé takové téleso je vysoce
symetricky objekt, ktery v sobé skryvé vektorovy prostor. To je pomérné piekvapivé, nebot v
definici télesa se vektorové prostory vubec nevyskytuji a naopak ty se definuji pomoci téles.

Co o télesech uz zname ...

V samotném dukazu muzeme pouzit pouze axiomy télesa a jejich dusledky! Pfipomenme si, co
fikaji axiomy télesa:
e Téleso je struktura s dvéma operacemi — s¢itanim a nasobenim.
e Téleso obsahuje dva specidlni prvky, neutrdlni prvek na séitdni (budeme znacit 0) a ne-
utralni prvek na ndsobeni (znacime 1).
e 7 hlediska s¢itani se téleso chova jako grupa — mame inverzni prvky a neutrdlni prvek.
e 7 hlediska nasobeni se téleso bez 0 chova jako grupa — opét mame inverze a neutrdlni
prvek.
e Navic operace sc¢itani a nasobeni jsou dohromady svazané distributivitou.

Z axiomu lze odvodit i dalsi vlastnosti téles, nékteré jsme jiz vidéli.

e Neutrdlni prvky 0 a 1 a inverze pro obé operace jsou urceny jednoznac¢né. Ostatné to plati
obecné i v grupéch.

Libovolny nasobek 0 je zase nula: a - 0 = 0.
Pokud a + b= a+ ¢, potom b = c.
Podobné pro nasobeni a a # 0, pokud a - b = a - ¢, potom b = c.

Neexistuji dvé nenulova ¢isla a a b, ze a - b = 0.



Z, je podtéleso IF

Na rozjezd vytesime télesa s prvociselnou velikosti. Uvazujme strukturu Zj tvofenou ¢isly
0,...,k — 1 a operacemi s¢itani a nasobeni definovanymi jako zbytek po celo¢iselném séitani
a nasobeni.

Priklad. Napiiklad pro Z4 a prvky a = 2 a b = 3 dostaneme, 7ze a +b =1 a a - b = 2, nebot
presné takové zbytky maji ¢isla 5 a 6 po déleni 4.
Uloha 8.1. Dokaite, ze Z,, je téleso, prave kdyz p je prvocislo.

Napovéda. Pokud p neni prvocislo, neni tézké nalézt dvojici, kterd porusuje posledni vlastnost.
Pro prvocisla to se s¢itanim bude docela jednoduché. Je vSak tieba pro kazdy prvek a ukézat,
7e nasobeni timto prvkem je prosté, tedy ze neexistuje dvé rozdilna ¢isla b a ¢, aby a-b=a - c.

Charakteristika télesa je nejmensi prirozené Cislo k takové, ze soucet k jednicek 1+1+---+1 =
0, pripadné 0, pokud takové k neexistuje (tFeba redlna ¢isla).

Uloha 8.2. Dokaite, 7e pro kazdé konecéné téleso F je jeho charakteristika néjaké prvocislo p.

Napovéda. Ukazte nejprve, ze charakteristika je nenulova. Poté zkuste dokazovat sporem. Kdyby
charakteristika nebyla prvociselna, co by bylo §patné?

Ozna¢me soucet k jednicek pomoci k. V télese
tedy mame prvky 0,...,p — 1. O dalsich prvcich
zatim nic nevime.

Uloha 8.3. Ukaite, ze prvky O,...,p — 1 tvorii
podtéleso totozné Z,.

Coze? Téleso je vektorovy prostor?

Nyni vyuzijeme ziskané znalosti o télesech a do-
konéime dikaz piekvapivym tskokem, vSak posudte sami.

Uloha 8.4. Dokaite, 7e kazdé konecné téleso F charakteristiky p je vektorovy prostor V nad
télesem Z,. Operace V definujeme takto: sc¢itani vektort odpovida scitani v télese a skalarni
nasobeni nasobenim v télese (protoze Z, je podtéleso F, lze to takto definovat).

Napovéda. K tomu potiebujeme dokazat, ze vznikld struktura spliuje vSechny axiomy vekto-
rového prostoru. Neplyne to snadno z toho, ze I je téleso?

Vime, 7e vektorové prostory tvoif silné preduréenou strukturu, pojdme toho tedy vyuit.
Vektorovy prostor V ma totiz konecnou dimenzi k. Podle Steinitzovy véty vime, Ze existuje
néjaka baze by, ..., bg. Sice vibec netusime, jak vypadd, ale to nebudeme potiebovat — staci
veédét, ze existuje.

Bude se hodit jesté jedno obecné tvrzeni o bazich a linearnich kombinacich.

Uloha 8.5. Dokazte, ze pokud by, . . ., by, je baze vektorového prostoru, potom jeji ruzné linearni
kombinace definuji ruzné vektory. Tedy dokazte, ze Zle a;b; = Zle a;b; implikuje, ze o; = @;.

Dokonceni dukazu

A na zavér slozme oba poznatky dohromady.

Uloha 8.6. Dokaite, ze kazdé konecné téleso F mé p* prvki.

Ndpovéda. Kolik rozdilnych linedrnich kombinaci vektoru by, ..., by existuje?

Tim jsme ukazali neexistenci konecného télesa velikosti, ktera neni mocnina prvocisla. Také
vam piijde trik hezky? Pokud jste se dostali az sem (a piipadné vSechna tvrzeni po cesté
dokézali), mate muj obdiv (a zaslouzite si své body :)).



