
Pokročilá lineárńı algebra 2 3. série

11 Determinuj́ı determinanty perfektńı párováńı? (25 bod̊u)

V této úloze si ukážeme jednu kombinatorickou aplikaci determinant̊u. Párováńı P je množina
hran, které nesd́ılej́ı koncové vrcholy. Tedy žádný vrchol grafu je incidenčńı s nejvýše jednou
hranou z P . Párováńı je perfektńı, pokud obsahuje n

2 hran, kde n je počet vrchol̊u grafu; tedy
každý vrchol je spárovaný s nějakým jiným. Pochopitelně ne každý graf obsahuje perfektńı
párovańı. Minimálně muśı být počet vrchol̊u sudý, aby v̊ubec perfektńı párováńı mohlo existovat.
Na obrázku jsou pro graf vlevo vyznačena dvě r̊uzná perfektńı párováńı, pro graf vpravo žádné
perfektńı párováńı neexistuje. (Proč?)

Pro jednoduchost se v této úloze zaměř́ıme na bipartitńı grafy. Mějme bipartitńı graf G s
dvěma partitami U = {u1, . . . , um} a V = {v1, . . . , vn}. Ten lze popsat incidenčńı matici partit
IG velikosti m× n takovou, že

(IG)i,j =

{

1, pokud uivj ∈ E(G),

0, pokud uivj /∈ E(G).

Např́ıklad pro ńıže uvedený graf G dostaneme následuj́ıćı matici IG:
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Aby perfektńı párováńı v̊ubec mohlo existovat, muśı platit |U | = |V |, tedy matice IG muśı být
čtvercová. Vaš́ım úkolem je zjistit, jaký je vztah mezi det(IG) a existenćı perfektńıho párováńı.

Úloha 11.1. Dokažte, že pokud det(IG) 6= 0, graf G má nutně perfektńı párováńı.

Úloha 11.2. Rozhodněte a zd̊uvodněte, zda plat́ı i obrácená implikace: Pokud G obsahuje
perfektńı párováńı, potom det(IG) 6= 0. Je nějaký vztah mezi hodnotou determinantu a počtem
r̊uzných perfektńıch párováńı?

Poznámka. Výše uvedený vztah lze zobecnit i na nebipartitńı grafy, i když je to maličko kom-
plikovaněǰśı a souviśı to s počtem cyklických pokryt́ı grafu. Přesný počet perfektńıch párováńı
bipartitńıho grafu je roven permanentu perm(IG), což je

”
determinant bez znaménka“:

perm(A) =
∑

π∈Sn

n
∏

i=1

ai,π(i).

Určit počet perfektńıch párováńı i pro bipartitńı graf (a tedy i výpočet permanentu matic ob-
sahuj́ıćıch pouze nuly a jedničky) je #P-úplný problém, což znamená, že pro to (pravděpodobně)
neexistuje polynomiálńı algoritmus.1 Zat́ımco determinant můžeme spoč́ıtat efektivně, drobná
změna v definici na permanent zp̊usob́ı, že se tato formule efektivně určit nedá.

1Tř́ıda #P obsahuje poč́ıtaćı verze problémů z NP. Např́ıklad problém existence hamiltonovské kružnice patř́ı

do NP a př́ıslušný problém určeńı počtu r̊uzných hamiltonovských kružnic patř́ı do #P. Pochopitelně každý

problém z #P je alespoň tak těžký jako př́ıslušný rozhodovaćı problém v NP. Problém je #P-úplný, pokud je to

nejtěžš́ı problém v #P.
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12 Po stopách matic (25 bod̊u)

Pro čtvercovou matici A definujme jej́ı stopu tr(A) jako součet prvk̊u na diagonále:

tr(A) =

n
∑

i=1

ai,i.

Na přednášce jste si pomoćı charakteristického polynomu dokázali, že stopa tr(A) je rovna součtu
vlastńıch č́ısel A. V této úloze ukážeme alternativńı d̊ukaz spolu s daľśımi vlastnostmi stopy.

Je snadné nahlédnout, že stopa je lineárńı v koeficientech matice, tedy

tr(A+B) = tr(A) + tr(B) a tr(cA) = c · tr(A).

Stopa se nechová v̊uči součinu matic tak pěkně jako determinant, obecně tr(AB) je zcela rozd́ılná
od tr(A)tr(B). Pro stopu však plat́ı následuj́ıćı cyklická vlastnost :

Úloha 12.1. Dokažte pro libovolné matice A ∈ R
m×n a B ∈ R

n×m, že plat́ı

tr(AB) = tr(BA). (1)

Poznamenejme, že také existuje velice hezká formule pro tr(CTD) v řeči Hadamardova mati-
cového součinu ◦, což je součin po složkách. Nyńı už je snadné dokázat, že maticová podobnost
zachovává stopu a že stopa je rovna součtu vlastńıch č́ısel. Tedy stopa je vlastnost́ı lineárńıho
zobrazeńı a nezálež́ı na konkrétńı volbě báze.

Úloha 12.2. Dokažte, že maticová podobnost neměńı stopu, tedy tr(SAS−1) = tr(A).

Úloha 12.3. Necht’ λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla matice A. Dokažte, že

tr(A) = λ1 + · · ·+ λn.

Nakonec si ukážeme alternativńı definici stopy, podobně jako jsme v úloze 8, kdy jsme cha-
rakterizovali determinant pomoćı vlastnost́ı. Překvapivě výše popsané vlastnosti určuj́ı stopu
skoro jednoznačně. Aby byl popis jednoznačný, muśıme zvolit hodnotu stopy pro jednu z matic,
která ji má nenulovou.

Úloha 12.4. Necht’ f : Rn×n → R je lineárńı zobrazeńı, které splňuje vlastnost (1) a pro které
f(I) = n. Dokažte, že potom f = tr.

Nápověda. Stač́ı pochopit chováńı f pro matice E(i,j), které maj́ı všechny koeficienty nulové a
pouze jediný koeficient na pozici (i, j) roven jedné. To jsou vlastně vektory kanonické báze pro
prostor čtvercových matic R

n×n. Stač́ı tedy ukázat, že f(E(i,j)) = tr(E(i,j)).

Existuje pro stopu i nějaká pěkná geometrická motivace? O determinantu jsme si na cvičeńı
řekli, že poč́ıtá transformaci objemu lineárńıho zobrazeńı. Překvapivě stopa souviśı s touto mo-
tivaćı, nebot’ popisuje derivaci determinantu, tedy lokálńı změnu objemu v nějaké sérii transfor-
maćı. Přesněji vztah popisuje Jacobiho formule.

Mějme nějakou sérii matic A(x), kde x ∈ R, a každý z koeficient̊u je nějaká derivovatelná
funkce x. Např́ıklad necht’

R(ϕ) =

(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

.

je série matic 2× 2 reprezentuj́ıćı rotace v rovině. Jacobiho formule ř́ıká, že

d

dx
detA(x) = tr

(

Adj(A) ·
dA

dx

)

,

kde posledńı derivace je po členech a Adj(A) je adjungovaná matice, jej́ıž koeficienty jsou tvořené
determinanty s vyškrtnutým i-tým řádkem a j-tým sloupcem (s př́ıslušným znaménkem).

Snadným výpočtem pro R(ϕ) zjist́ıme, že d
dϕ

detR(ϕ) = 0. To dává smysl, nebot’ všechny

matice rotace jsou ortogonálńı a maj́ı stejný determinant.
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