Diskrétni matematika — tlohy na zapocet

1 Matice pro vypocet linearnich rekurenci (20 bodi)

Na uvod si ve strucnosti popisme, jak pocitat Fibonacciho ¢isla pomoci umocnovani matic; ve
vétsich podrobnostech popsano na konci kapitoly 3.1 textu Poviddni o Linedrni algebie. Necht
fn je n-té Fibonacciho ¢islo, definovano takto:

f0:07 flz]-a fn+2:fn+l+fn-

Uvazme matici A a vynasobme ji zprava vektorem obsahujici dvé po sobé jdouci Fibonacciho

cisla:
A= (1 1> <1 1> . <fk+1> _ <fk +fk+1> _ (fk+2)
1 0)’ 1 0 Ir Jr+1 Jre1)

tedy nasobenim A se posouvame v posloupnosti Fibonacciho ¢isel o jedna doprava. Proto plati,
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kde prvn{ rovnost plati diky asociativité. Navic A" umime spoéitat v ¢ase O(logn).!

Zkusime vysSe uvedeny postup zobecnit. Mame néjakou obecnou zadanou linearni rekurentni
posloupnost. Prvni ¢leny xg az xp_1 jsou predepsany. Kazdy dalsi ¢len je linedarni kombinace k
predchazejicich ¢lent, tedy plati

Tn+k = Ch—1Tnt+k—1 T Ck—2Tptk—2 + +++ + C1Tn41 + CoTn

pro pevné koeficienty co az cp_1.

Priklad. Posloupnost muze mit tfeba urc¢ené prvni tii cleny xg = 1, x1 = 2, x5 = 3 a dalsi ¢leny
jsou urceny predpisem Xp3 = Tpi2 — Tt + 3x,. Zacatek posloupnosti vypada takto:

(1,2,3,4,7,12,17,26,45, ...).

Uloha 1.1. Zobecnéte postup vypoctu pro obecnou linedarni rekurenci. Pro zadané k a koe-
ficienty co,...,cr_1 popiSte, jak se matice A zkonstruuje. Pochopitelné také dokazte, ze ma
pozadované vlastnosti. Tim pochopite, jak jsme matici A pro Fibonacciho ¢isla ziskali.

Ndpovéda. Zkuste nejprve uvazovat posloupnosti pro k& = 2, tedy posloupnosti, které zavisi
pouze na dvou predchéazejicich ¢lenech.

Pozndmka. Matice A je zajimavé, i kdyZ nechceme zkonstruovat rychly algoritmus, nebot z ni
1ze vydolovat vzorec pro n-ty ¢len linedarni rekurence. K tomu se budou hodit vlastni ¢isla matice
A. Ta ndm umozni prevést matici do Jordanova tvaru, ve kterém bude vzorec piimo vidét; viz
uloha 4.

2 Permutaéni matice (25 bodu)

Permutace jiz zndame z diskrétni matematiky. Permutace 7 je bijektivni zobrazeni 7 : X —
X, tedy riznym prvkum z X prifazujeme ruzné prvky. Intuitivné je permutace pouze néjaké
preusporadéni prvka v X. Nds budou zajimat permutace mnoziny X = {1,2,...,n}.

Pro permutaci 7 je permutacni matice P, ¢tvercova matice n X n dand predpisem:

1 pro w(i) = j,
(Pr)ij = .
0 jinak.

N 2
"VWyuzijeme pileni, nebot a™ = (cﬁ) . Pokud tento algoritmus neznéte, zkuste si rozmyslet detaily.
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Tedy je to nula-jednickova matice, kterda ma v kazdém fadku presné jednu jednicku na pozici
(2, 7(4))-

Priklad. Ukédzeme si dva priklady. Pro n = 5 méjme permutace m a ¢ dané nasledujicim
predpisem (v druhém fadku je zapsano, kam se ¢isla zobrazuji):

(123 45 (123 45
T™\2 315 4 & 77\3 1 2 5 4/

Tyto permutace maji permutaéni matice P a P, (s vynechanymi nulami):

Pro permutacni matice vyteste nasledujici:

Uloha 2.1. Pro¢ se permuta¢nim maticim fika permutac¢ni? Uvazte, co permutacni matice
provadi s matici A (pochopitelné spravné velikosti), pokud ji ndsobi zleva ¢i zprava.

Uloha 2.2. Permutaéni matice stejné velikosti 1ze nasobit. Pro libovolné n-prvkové permutace 7
a o ma PP, smysl. Ukazte, ze soucin permutacnich matic je opét permutacni matice a objevte,
v jakém je vztahu k permutacim 7 a o.

Uloha 2.3. Permutacni matice maji plnou hodnost, rank P, = n. Tedy vzdy existuje inverzni
matice. Zjistéte pro libovolnou permutaci 7, jak vypadé inverzni matice P L.

Uloha 2.4. Ukazte, ze pro libovolnou permutacni matici P, existuje mocnina k > 1, Ze ij = 1I,.
Jaka je nejmensi moznd hodnota k7

3 Matice Pascalova trojihelniku (20 boda)

Cést Pascalova trojihelniku muzeme zapsat do matice n X n tfemi zptsoby: L, je dolni troj-
thelnikova matice, U, je horni trojihelnikova a S, méa zapsany Pascaluv trojihelnik po dia-
gonélach. Formalné, pokud ¢islujeme prvky matice od 0 do n — 1:

(Ln)iy = (;) (Un)iyj = <‘Z> (Sn)ij = <Z J;]>

kde pochopitelné (;) = 0 pro nesmyslné hodnoty j > .

Priklad. Napiiklad pro n = 5 vypadaji matice takto (s vynechanymi nulami):

1 11111 111 1 1
11 12 3 4 12 3 4 5
Ls=1]1 2 1 L Us= 1 36|, S;=|13 6 10 15
13 3 1 1 4 1 4 10 20 35
1 4 6 4 1 1 15 15 35 70

Uloha 3.1. Jak bude vypadat sou¢in LsUs?

Uloha 3.2. Zobecnéte ziskany vysledek a popiste soucin L, U, . Pochopitelné pokud odvodite
obecny vztah, nemusite tesit predchozi ilohu.

Ndpovéda. Zkuste objevit co nejvic dukazu. Lze si soucin rozepsat formalné pomoci definice
sou¢inu a vzpomenout si na sumy kombinaé¢nich ¢isel. Dal§i mozné feSeni je provést Gaussovu
eliminaci vzniklé matice L,U, a udélat jeji LDU dekompozici. Co budou asi matice L a U? Za
kazdy ruzny dukaz budou dalsi body (ruznost posuzuje cvicici :)).



4 Mocniny Jordanovy matice (20 bodu)

Jordanova matice je blokovd diagondlni matice slozena z ¢tvercovych blokt umisténych podél
diagonaly, které se nazyvaji Jordanovy buriky. Jordanova bunka Jy je matice, kterd ma na dia-
gonale hodnotu A, nad diagondlou prouzek jednicek a zbytek matice je nulovy, ptiklad Jordanovy
bunky 5 x 5 je na obrazku vlevo. Jordanova matice je slozena z bloki umisténych na diagonalu,
a kazdy blok je jedna Jordanova bunka. Ptiklad Jordanovy matice je na obrizku vpravo.

I
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Jordanova véta je jeden z fundamentalnich vysledku linearni algebry a tika nésledujici:

Véta (Jordanova normalni forma). Pro kaZdou ¢tvercovou matici A existuje reguldrni matice S
a Jordanova matice J, Ze

A=SJS1

Napiiklad pro matici A pro vypocet Fibonacciho ¢isel z prvniho tkolu (¢ konce kapitoly 3.1
textu Povidani o linedrni algebte) dostdvame nésledujici na prvni pohled odpudivou Jordanovu
normalni formu:

1 V5+1
1—-vV5 1++5 1++5 “F TodE

_ (1 1) 2
A‘<1 0)‘ ? 2 1-+5 N
2 NN

=SJS 1.

TS5

Je velice uziteéné umét pro matici A spocitat jeji k-tou mocninu A*, s tim jsme se uz setkali
v prvnim tkolu pro vyse uvedenou A. Ptesné v takové situaci se hodi Jordanova véta, kterd
umoznuje A* presné urcit. Plati totiz:

AP = §7871578 ... 878 = §JkFSL.

Tedy v ptipadé k-té mocniny sta¢i umocnovat pouze Jordanovu matici. Naptiklad muzete zkusit
z vySe uvedeného rozkladu vyvodit vzorec pro k-té Fibonacciho ¢islo

k k
s 1 (1++5 1 (1-+5
k= 7= - —=
v\ 2 v\ 2
Cilem této ulohy je zjistit, jak vypada k-t4 mocnina Jordanovy matice. To lze samoziejmé
spocitat piimo z definice maticového nasobendi, i kdyz postup je to trochu pracny. Ukazeme si tri-

kovy vypocet zalozeny na binomické vété. Pro zacatek jedna ze zakladnich vlastnosti blokovych
diagonélnich matic:

Uloha 4.1. Predpokladejme, ze umime umocnovat Jordanovy bunky, tedy zname J/’\“. Urcete
J¥ v zévislosti na J/]\“.



4.1 Binomicka véta

Binomicka véta z kombinatoriky je néasledujici identita, kterd plati pro vSechna realna ¢isla a a
b a pfirozena cisla k:

(a+ b)kz _ <7S>aobn + <71@> alpnt 4 <Z>a2bn—2 NI <n i 1>an—1b1 4 (Z)anbo'

Ptesné v této podobé vSak binomickd véta pro matice fungovat nemuze, totiz naptiklad:
(A+B)(A+B)=A(A+B)+B(A+ B) = A> + AB+ BA + B%

Protoze souéin matic obecné nekomutuje, neplati obecné rovnost (A + B)? = A? + 2AB + B2
Pokud se vsak AB = BA, binomicka véta plati. Specidlné jsme ukédzali na cvicenich, ze al,
komutuje s libovolnou matici A.

Uloha 4.2. Cemu se rovna (A + ol,)*?

4.2 Mocnina Jordanovy bunky

Zbyva vyftesit, jak vypadd k-t4 mocnina Jordanovy bunky J ;f . To udéldme ve dvou krocich:
Uloha 4.3. Jak vypadd k-t4 mocnina J§?

Napovéda. Tady stacéi postupovat z definice nasobeni, ale vysledek vyjde velice hezky.
Uloha 4.4. Jak vypad4 k-t4 mocnina Jf?

Ndpovéda. Vyuzijte binomickou vétu.

5 Matice s vzorem Sachovnice (25 bodi)

Na cviceni jsme dokézali, ze t¥idy U hornich trojithelnikovych matic, £ dolnich trojihelnikovych
matic a D diagondlnich matic jsou uzaviené na séitani, ndsobeni a inverze (pochopitelné pouze
pokud inverze existuji). Tedy napiiklad pro A,B € U plati A+ B € U, AB €U a A~ € U,
pokud operace davaji smysl.

V této tloze chceme zjistit, jestli néco podobného plati pro dvé tiidy matic Sy a Sy se
sachovnicovym vzorem. Nejprve definujme tyto t¥idy. Ctvercové matice A patif do Sy, prave
kdyz (A);; = 0, kdykoliv i + j je liché. Podobné ¢tvercovd matice B patif do Ss, pravé kdyz
(B)i,j =0, kdykoliv i + j je sudé. Na ostatni policka matic neklademe zadné predpoklady, tedy
naptiklad nulova matice patii do obou tiid.

Priklad. Neékolik piikladu téchto matic (s vynechanymi nulami mimo Sachovnicovy vzor):

1 0 40
1 051 3 17 1 312 49
2) "\, 5) |0 ! a 9 ’ . ’ 2 7
1 0 0 7
ESK GSS

Uloha 5.1. Rozhodnéte, zda jsou tifdy Sy a Sy uzaviené na soucet.

Uloha 5.2. Rozhodnéte, zda jsou tifdy Sy a Sy uzaviené na soucin? Jsou souciny matic z téchto
tfid v néjakém dalsim vztahu; tfeba pro AB, pokud A € Sy a B € 8,7

Uloha 5.3. Rozhodnéte, zda jsou tifdy Sy a S, uzaviené na inverze (opét s predpokladem, ze
pro A inverzni matice A~! existuje)? Lze pro nékteré rozméry s jistotou fict, ze matice nenf
invertovatelna?

Ndpovéda. Inverze se pocita pomoci Gaussovy eliminace, kterd pievede tvar (A | I,) na tvar
(I, | A7Y). Nelze néjak vhodné vyuzit vlastnosti sachovnicového vzoru?



6 Dedekindovy fezy (30 bodi)

V této tloze se pokusime sezndmit s Dedekindovymi Tezy, pomoci nichz zavedeme realnd ¢isla.
Tuto konstrukei vymyslel a publikoval Dedekind v roce 1872. Poznamenejme, Ze ve stejném roce
Cantor publikoval alternativni zavedeni redlnych ¢isel jako limit Cauchyovskych posloupnosti.

Samotnou konstrukci neprovedeme do nejmensich detaila, ostatné to by formalné zabralo
nékolik stranek. Nasim cilem bude poznat, jak tyto fezy funguji a pro¢ maji vlastnosti, které po
realnych ¢isel pozadujeme. Tou nejklicovéjsi viastnosti bude existence suprema kazdé neprazdné
shora omezené mnoziny.

Na zacatku mame usporadané téleso racionalnich ¢isel Q, které spliiuje nasledujici vlastnosti:
Scitani a ndsobeni je komutativni, asociativni, existuji inverzni prvky a operace jsou svazané
distributivitou, navic mame definované linedrni usporadani (tedy tranzitivni antisymetrickou
relaci). Budeme chtit toto téleso rozsitit, tedy vytvorit téleso redlnych éisel R rozsirujici Q,
které bude splnovat velice silny axiom o supremu. Dalsi veledulezitou vlastnosti racionalnich
¢isel, kterou budeme potfebovat, je, ze jsou husté, tedy ze mezi kazdymi dvéma raciondlnimi
¢isly je jedno dalsi. Formélné: Pokud a,b € Q a a < b, potom existuje ¢ € Q, ze a < ¢ < b.

6.1 Definice fezu

Budeme chtit vyuzit faktu, ze realnych cisel je presné tolik, kolik je podmnozin racionalnich ¢isel.
Tedy realna c¢isla budeme reprezentovat jako podmnoziny raciondlnich ¢isel. Ovsem ne ledajaké
podmnoziny, budeme uvazovat pouze podmnoziny, které jsou 7ezy.

Rez a je podmnozina Q, kterd spliuje t¥i podminky:

1. @ je neprazdna a rozdilna od celého Q,
2. pokudpea,geQaqg<p, potomiq e a,
3. pokud p € «, potom existuje r, ze p <1 ar € a.

Prvni podminka tika, ze fez je netrividlni podmnozina. Druha tika, ze fez obsahuje s kazdym
realnym c¢islem i vSechna mensi. TTeti naopak tikd, Zze fez neobsahuje nejvétsi racionalni ¢islo.

V dal$im textu budeme feckymi pismeny «, 3,7, ... oznaCovat fezy a normalnimi pismeny
racionalni ¢isla.

Uloha 6.1. Pro lepsi sezndmen s fezy dokazte:

1. Pokud p € a a ¢ ¢ o, potom p < ¢,
2. Pokud r ¢ o ar <s, potomis ¢ a.

Pan Dedekind nebyl cukrai, a tedy fezy se nejmenuji fezy podle cukrarny. Tento nazev
dostaly, nebot odpovidaji roziiznuti realné osy na dvé ¢asti. Redlné ¢islo r je reprezentovano
tak, Ze vezmeme redlnou osu a rozifzneme ji v bodé r na dvé ¢asti. Rez reprezentujici r jsou
potom viechna raciondlni ¢isla mensi nez r. Napifklad fez, ktery bude reprezentovat v/2 bude
mnozina viech racionalnich ¢isel ¢ mensich nez /2 (tedy to jsou bud ¢isla zdporna nebo ty, Ze
q? < 2). Tento fez je naznacen tuéné na obrazku.

<
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Abychom pomoci fezu vytvorili usporadané téleso redlnych ¢isel, budeme muset udélat ¢étyii

1. Zadefinovat na fezech uspotradani,

2. zadefinovat operaci séitani,

3. zadefinovat operaci nasobeni a

4. ukéazat, ze v sobé obsahuji raciondlni ¢isla jako podtéleso.



Pokud bychom chtéli definici ovéfit do vSech detaili, museli bychom ukézat, ze spliuje vSechny
axiomy uspoiradaného télesa. Takovy dukaz by byl moc pracny, a proto ovéiime jenom nékteré
axiomy. I tak ziskdme dobry nahled do toho, jak fezy funguji, diky ¢emuz by dokazani ostatnich
vlastnosti uz nebylo obtizné.

6.2 Usporadani na fezech

Na Fezech nadefinujeme usporadéni zcela piirozené. Rezy usporaddme inkluzi, tedy o < 2,
pokud a C .

, 1
0 a=<b

' W

Uloha 6.2. Dokazte, ze pro kazdé dva Tezy nastane pravé jedna z moznosti o < 3, o = 3 nebo
a > f.

Uloha 6.3. Dokazte, ze je usporadani tranzitivni: Pro kazdé tii fezy «, 5,y plati, ze a < 3 a
£ <~ implikuje a < 7.

Uloha 6.4. Ukazte, ze plati axiom o supremu. Tedy ukazte, ze pro libovolnou neprazdnou shora
omezenou podmnozinu fezu M existuje sup(M ), nejmensi horni zdvora mnoziny M.

Napovéda. Uvazte mnozinu vSech hornich zavor, kazdd z nich je fez. Definujte sup(M) jako
prunik vsech hornich zévor. Budete muset ukazat, ze sup(M) je fez a ze neexistuje zddna mensi
horni zavora.

6.3 Scitani rezi
Pro dva fezy a a 8 definujeme s¢itani takto:
adfB={z+y|zre€ayc i}

Pokud chceme néco dokdzat o scitani fezu, potiebujeme vyuzit vlastnosti séitani v ra-
ciondlnich ¢islech. Jak by se dalo ¢ekat, struktura racionédlnich ¢isel se pfenese i na fezy.

Uloha 6.5. Dokazte, ze scitani @ je komutativni a asociativni.
Neutralni prvek 0* definujeme jako mnozinu vech zapornych racionélnich éisel?

Uloha 6.6. Dokaite, ze 0* je skuteéné neutralni prvek vuci operaci @, tedy a @ 0* = « pro
kazdy Tez a.

Definovat inverzni prvek bude mali¢ko komplikovanéjsi. Necht « je libovolny fez. Definujme
(—a)={p|peQadr>0ze—r—p¢a}l.

Jinymi slovy, p lezi v (—a), pokud néjaké raciondlni éislo mensi nez —p nelezi v «. Nésledujici
obrazek ilustruje definici. Mnozina vSech —p z definice odpovidd vSem ,vétsim racionalnim
¢islum® nez tém obsazenych v fezu a. Mnozina (—«) obsahuje racionalni ¢isla k nim opaé¢na.

'
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Korektnost definice dokdzeme ve dvou krocich:
Uloha 6.7. Dokaite, 7e pro kazdy fez a je mnozina (—a) fez, tedy spliuje podminky (1) az (3)
z definice fezu.

Uloha 6.8. Dokazte pro kazdy fez a, ze (—a) je skuteéné inverzni prvek ke séitdni, tedy o +
(—a) = 0",

2Znacime s hvézdickou, abychom odligili od neutralnfho prvku 0 € Q.



6.4 Nasobeni rezu

vvvvvv

nejprve jenom na kladné fezy. Necht o = 0* a 3 = 0*, potom definujeme
a0pf={p|Irca,IseP,zer>0ap<rs}.
Uloha 6.9. Ukazte, ze pro libovolné dva fezy a = 0* a 5 > 0* je a ® [ Tez.

Podobné jako vyse, lze snadno ukdazat, ze nasobeni spliuje vSechny axiomy télesa. Jako
neutralni prvek 1* se pouzije mnoziné vSech racionédlnich ¢isel mensich nez jedna. Pro o = 0* se
definuje inverzni prvek jako

a_lz{p|p§0nebo§|r>0,2e%—r§éa}.

Protoze v8ak dukaz by byl hodné podobny vyse uvedenym dikaztm pro sc¢itani, detaily si zde
odpustime.

Dodefinovat nasobeni pro vsechny fezy je jednoduché. Pro libovolny fez « plati, ze o ® 0* =
0* ® a = 0*. Déle definujeme

—((—a) ® ), pokud a <0* a = 0%,
(—a) ® (=p), pokud a <0* a f < 0%,
—(a® (=p)), pokud a = 0* a B < 0%,
a®p, jinak plati puvodni definice.

a®pf=

Inverzni prvky se dodefinuji podobné, pro a < 0* definujeme a~! = (—((—a)™!)). Opét vy-
nechame detaily dukazu, ze nasobeni splinuje axiomy télesa.

Uloha 6.10. Ukazte, ze pro libovolné dva fezy o a 8 je a © f8 Fez.

Tim je odvozeni témétr dokonceno. Vime, ze takto sestrojené fezy tvoii usporadané téleso,
které ma supremum pro libovolnou neprazdnou shora omezenou mnozinu.

6.5 Vnoreni racionalnich ¢isel

Zbyva dokazat, ze vzniklé téleso obsahuje racionalni ¢isla jako podtéleso. Pro racionalni ¢islo r
uvazujme mnozinu r* definovanou takto:

r*={p|lpeQp<r}
Uloha 6.11. Pro libovolné raciondln{ &slo r plati, ze r* je Tez.

Uloha 6.12. Scitani fezu reprezentujicich racionalni ¢isla odpovidéd s¢itani racionédlnich &isel,
tedy pro libovolna dvé raciondlni ¢isla r a s je r* @ s* = (r + s)*.

Podobné lze dokézat, ze pro libovolnad dvé raciondlni ¢isla r a s plati, ze r* @ s* = (rs)*
a r* < s*, prave kdyz r < s. Z toho vyplyva, ze kazdé raciondlni ¢islo 7 muzeme zidentifikovat
s fezem 717,

6.6 Shrnuti

V této tuloze jsme popsali, jak pomoci Dedekinovych fezii zkonstruovat z uspordadaného télesa
(Q,+, -, <) jiné usporadané téleso (R, ®, ®, <) spliujici axiom o supremu. Navic jsme ukazali,
ze lze téleso Q vnotit do nové zkonstruovaného télesa R.



7 Jen jeden sinus? (25 bodi)

Ctendr urcité dobte znd kiivku funkce sin . V této tloze se zamérime na posloupnost {sinn}°
a jeji pocatecni usek. Ukdzeme si, Ze zména méfitka muze mit velky vliv. Prvnich deset ¢lenu
posloupnosti vypada presné tak, jak ¢tenai ocekava.
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jsme hodnoty desetkrat vice nahustili vedle sebe, tedy jednotlivé obloucky funkce sin x za¢nou
splyvat.
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Zkusime tedy zobrazit prvnich tisic a prvnich deset tisic ¢lenu, coz vytvori dva ruzné prekvapivé
vzory. Pro tisic ¢lent dostdvame jakysi vzor Sestithelniku. Ty vidime kvuli nasemu vniméni,

vubec nevypadé jako posloupnost; vidime fadu sinusovek poloZenych pies sebe.
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Moznd je prekvapivé, ze se obrazky pro tisic a deset tisic bodu tolik lisi. Zkuste se vSak na
obrazek pro tisic bodu podivat ze strany a uvidite posunuté sinusovky.

Uloha 7.1. Vasim tkolem je posledni obrazek pochopit a vysvétlit. Pro¢ na obrazku vidime pies
sebe polozené sinusovky? Kolik téch sinusovek je a jakou maji periodu? Pro¢ obrazek vypadd
symetricky kolem osy x7

Ndpovéda. Co vite o aproximaci ¢isla 77 Muzete k analyzovani posloupnosti pouzivat libovolny
matematicky software a zkusit 1épe pochopit, jak se hodnoty posloupnosti {sinn}>° ; chovaji.

8 Konecna télesa existuji jen pro mocniny prvocisla (40 bodi)
V této tloze si ukdzeme ¢dst z dukazu nésledujici algebraické véty.
Véta. Konecéné téleso F rddu 7 existuje, prdvé kdyz i je mocnina prvocisla p*.

Dokonce plati, ze konecné téleso daného fadu je urceno jednoznacné (az na piejmenovani
prvki, kterému se odborné ika isomorfismus). Tato véta tedy opodstatiiuje oznaceni GF(p*),
nebot téleso Fadu p* je jednoznaéné uréené. V ditkazu ukazeme, ze kazdé takové téleso je vysoce
symetricky objekt, ktery v sobé skryvé vektorovy prostor. To je pomérné piekvapivé, nebot v
definici télesa se vektorové prostory vibec nevyskytuji a naopak ty se definuji pomoci téles.

Co o télesech uz zname ...

V samotném dukazu muzeme pouzit pouze axiomy télesa a jejich dusledky! Pripomenme si, co
fikaji axiomy télesa:

e Téleso je struktura s dvéma operacemi — s¢itdnim a nasobenim.

e Téleso obsahuje dva specidlni prvky, neutrdlni prvek na s¢itdni (budeme znacit 0) a ne-
utrdlni prvek na ndsobeni (zna¢ime 1).

e 7 hlediska sc¢itani se téleso chové jako grupa — mame inverzni prvky a neutralni prvek.

e 7 hlediska ndsobeni se téleso bez 0 chova jako grupa — opét mame inverze a neutralni
prvek.

e Navic operace sc¢itani a nasobeni jsou dohromady svazané distributivitou.

7 axiomu lze odvodit i dalsi vlastnosti téles, nékteré jsme jiz vidéli.
e Neutrdlni prvky 0 a 1 a inverze pro obé operace jsou urceny jednoznac¢né. Ostatné to plati

obecné i v grupach.
e Libovolny nasobek 0 je zase nula: a -0 = 0.



e Pokud a 4+ b= a + ¢, potom b = c.
e Podobné pro ndsobeni a a # 0, pokud a-b = a - ¢, potom b = c.
e Neexistuji dvé nenulova ¢isla a a b, ze a - b = 0.

7, je podtéleso IF

Na rozjezd vytesime télesa s prvociselnou velikosti. Uvazujme strukturu Zj tvofenou ¢isly
0,...,k — 1 a operacemi s¢itani a nasobeni definovanymi jako zbytek po celo¢iselném séitani
a nasobeni.

Priklad. Napiiklad pro Z4 a prvky a = 2 a b = 3 dostaneme, Ze a +b = 1 a a - b = 2, nebot
presné takové zbytky maji ¢isla 5 a 6 po déleni 4.

Uloha 8.1. Dokazte, ze Z,, je téleso, praveé kdyz p je prvocislo.

Napovéda. Pokud p neni prvocislo, neni tézké nalézt dvojici, ktera porusuje posledni vlastnost.
Pro prvocisla to se s¢itanim bude docela jednoduché. Je vSak tieba pro kazdy prvek a ukézat,
7e nasobeni timto prvkem je prosté, tedy ze neexistuje dvé rozdilna ¢isla b a ¢, aby a-b=a - c.

Charakteristika télesa je nejmensi prirozené ¢islo k takové, ze soucet k jednicek 1+1+4---+1 =
0, piipadné 0, pokud takové k neexistuje (tfeba redlnd ¢isla).

Uloha 8.2. Dokazte, ze pro kazdé konecné téleso F je jeho charakteristika néjaké prvocislo p.

Napovéda. Ukazte nejprve, ze charakteristika je nenulova. Poté zkuste dokazovat sporem. Kdyby
charakteristika nebyla prvociselna, co by bylo §patné?

Ozna¢me soucet k jednicek pomoci k. V télese
tedy mame prvky 0,...,p — 1. O dalsich prvcich
zatim nic nevime.

Uloha 8.3. Ukazte, ze prvky 0,...,p — 1 tvoii
podtéleso totozné Z,.

Coze? Téleso je vektorovy prostor?

Nyni vyuzijeme ziskané znalosti o télesech a do-
konéime dukaz piekvapivym tiskokem, vSak posudte sami.

Uloha 8.4. Dokazte, ze kazdé konecné téleso F charakteristiky p je vektorovy prostor V nad
télesem Z,. Operace V definujeme takto: sc¢itani vektort odpovida scitdni v télese a skaldrni
nasobeni nasobenim v télese (protoze Z, je podtéleso F, lze to takto definovat).

Napovéda. K tomu potiebujeme dokazat, ze vznikld struktura splinuje vSechny axiomy vekto-
rového prostoru. Neplyne to snadno z toho, ze F je téleso?

Vime, 7ze vektorové prostory tvoif silné preduréenou strukturu, pojdme toho tedy vyuit.
Vektorovy prostor V ma totiz konecnou dimenzi k. Podle Steinitzovy véty vime, ze existuje
néjaka baze bq,...,bg. Sice vibec netusime, jak vypadd, ale to nebudeme potiebovat — staci
veédét, ze existuje.

Bude se hodit jesté jedno obecné tvrzeni o bazich a linearnich kombinacich.

Uloha 8.5. Dokazte, ze pokud by, ..., by je bdze vektorového prostoru, potom jeji razné linearni
kombinace definuji ruzné vektory. Tedy dokazte, ze Zle a;b; = Zle a;b; implikuje, ze a; = @;.
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Dokonceni dukazu

A na zavér slozme oba poznatky dohromady.
Uloha 8.6. Dokaite, ze kazdé konecné téleso F mé p* prvki.
Ndpovéda. Kolik rozdilnych linedrnich kombinaci vektora by, ..., by existuje?

Tim jsme ukazali neexistenci konecného télesa velikosti, ktera neni mocnina prvocisla. Také
vam piijde trik hezky? Pokud jste se dostali az sem (a piipadné vSechna tvrzeni po cesté
dokézali), mate muj obdiv (a zaslouzite si své body :)).

9 Hadamardovy matice daji nejvice! (30 bodi)

V této tloze se budeme zabyvat specidlnimi ¢tvercovymi maticemi, které se nazyvaji Hadamar-
dovy. Maji prekvapivé zajimavou kombinatorickou strukturu a pouzivaji se naptiklad v teorii
samoopravnych kodu nebo ve statistice. Jeden ze zakladnich otevienych problému je, pro které
velikosti viibec existuji. Ukazeme si konstrukci pro velikosti ve tvaru 2F a také prekvapivou
souvislost Hadamardovych matic s determinantem.

Definice. Matice H € {—1,1}"*" se nazyva Hadamardova, pokud plati
HH" = H'H = nl,.

Tedy Hadamardova matice je tvofend 4+1 a méa ortogondlni fadky a sloupce.

Napriklad Hadamardova matice fadu dva vypada takto: (% 4 ) Nejprve vypozorujme:

Uloha 9.1. Nech{ H je Hadamardova matice n x n. Potom n = 1,2 nebo je délitelné ¢tyimi.

Ndpovéda. Nejprve zkuste dokazat délitelnost dvéma (s vyjimkou n = 1). Pokud H je Hada-
mardova matice, muzeme s ni provadét urcité ipravy, které ,hadamardovost® zachovavaji.

Zakladni hypotéza Hadamardovych matic fikd, ze Hadamardova matice existuje pro kazdé
n = 4k. Je zndmo pouze nékolik raznych konstrukei, z nichz dostaneme Hadamardovy matice
pouze pro nékteré fady? Ukézeme si Sylvesterovu konstrukei pro n = 2. Pokud vymyslite ¢i
nastudujete néjakou jinou konstrukci a naucite mé ji, muzete dostat bonusové body.

Uloha 9.2. Dokaite, ze existuje Hadamardova matice H,, velikosti n x n pro kazdé n = 2F.

Ndpovéda. Zkuste objevit induktivni konstrukei, kterd vytvoii Hs, néjakym zptusobem z matice
H,,. Také muzete vyuzit Kroneckertiv sou¢in matic, ktery se definuje takto: Necht A je matice
m X n a B je matice p x ¢q. Kroneckeruv sou¢in A ® B je matice mp X nq tvorend m x n bloky
velikosti p x ¢ tak, Ze blok na soutadnicich (4, j) je matice a; ; B. Jestlize A a B jsou Hadamardovy
matice, jak vypadd A ® B? Piiklad sou¢inu A ® B:

1 2 3
1 2 3 1 2 —-114 -2|6 -3
A—(4 . 6)’ B—<2 _1>, potom A® B = 1 g g

8 —4]110 -5|12 -6
Na zavér dokazme, ze Hadamardovy matice jsou extremalni matice pro nasledujici vétu.

Objevil ji sém Hadamard v roce 1893, ¢imz zapocal zkoumani Hadamardovych matic.

Uloha 9.3. Mgjme matici A velikosti n x n, Ze la; j| < 1 ve vSech pozicich (7,j). Potom plati
| det(A)| < n™? a rovnosti se nabyvé pravé tehdy, kdyz A je Hadamardova matice.

Ndpovéda. Vyuzijte toho, ze absolutni hodnota determinantu odpovida objemu rovnobéznosténu

urceného radky matice. Pokud méme rovnobéznostén urceny vektory x(1), ..., X(y), jaky je jeho
maximdalni objem v zavislosti na normdach [[x|l,. .., X ||? A kdy se tohoto maxima presné
nabyva?

30teviené fady do dvou tisic jsou 668, 716, 892, 1004, 1132, 1244, 1388, 1436, 1676, 1772, 1916, 1948 a 1964.
Napiiklad matice fddu 428 byla zkonstruovéna teprve nedavno, v IPM v Tehrdnu v roce 2005.
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10 Determinuji determinanty perfektni parovani? (25 boda)

V této 1loze si ukdzeme jednu kombinatorickou aplikaci determinantt. Pdrovdni P je mnozina
hran, které nesdileji koncové vrcholy. Tedy zadny vrchol grafu je inciden¢ni s nejvyse jednou
hranou z P. Parovan{ je perfektni, pokud obsahuje 5 hran, kde n je pocet vrcholu grafu; tedy
kazdy vrchol je sparovany s néjakym jinym. Pochopitelné ne kazdy graf obsahuje perfektni
péarovani. Minimalné musi byt pocet vrchola sudy, aby vubec perfektni parovani mohlo existovat.
Na obrézku jsou pro graf vlevo vyznacena dvé ruzné perfektni parovani, pro graf vpravo zadné

perfektni parovani neexistuje. (Proc¢?)

o e

Pro jednoduchost se v této tloze zaméiime na bipartitni grafy. Méjme bipartitni graf G s
dvéma partitami U = {u1,...,un} a V = {v1,...,v,}. Ten lze popsat incidenéni matici partit
I velikosti m x n takovou, ze

(Ie) s = 1, pokud uvj € E(G),
@ 0, pokud wv; ¢ E(G).

Napiiklad pro nize uvedeny graf G dostaneme nésledujici matici I¢:

Ul V1

1 1 11

Y2 v2 111

I =

us vs 1 1

1
Uy V4

Aby perfektni parovani viibec mohlo existovat, musi platit |U| = |V, tedy matice I musi byt

¢tvercova. Vasim tkolem je zjistit, jaky je vztah mezi det(Ig) a existenci perfektniho parovani.
Uloha 10.1. Dokazte, ze pokud det(Ig) # 0, graf G ma nutné perfektni parovani.

Uloha 10.2. Rozhodnéte a zduvodnéte, zda plati i obracend implikace: Pokud G obsahuje
perfektni parovani, potom det(Ig) # 0. Je néjaky vztah mezi hodnotou determinantu a poctem
ruznych perfektnich parovani?

Pozndamka. Vyse uvedeny vztah lze zobecnit i na nebipartitni grafy, i kdyz je to malicko kom-
plikovanéjsi a souvisi to s poctem cyklickych pokryti grafu. Presny pocet perfektnich parovani
bipartitniho grafu je roven permanentu perm(Ig), coz je ,determinant bez znaménka“:

perm(A) = Z Hai,ﬂ(i)'

mTESy i=1

Urcit pocet perfektnich parovani i pro bipartitni graf (a tedy i vypocet permanentu matic ob-
sahujicich pouze nuly a jednicky) je #P-uplny problém, coz znamen4, ze pro to (pravdépodobné)
neexistuje polynomialni algoritmus.* Zatimco determinant muzeme spocitat efektivné, drobnd
zména, v definici na permanent zpusobi, Ze se tato formule efektivné uréit neda.

4T¥ida #P obsahuje poéitaci verze problémi z NP. Napiiklad problém existence hamiltonovské kruznice patif
do NP a prislusny problém uréeni poctu ruznych hamiltonovskych kruznic patii do #P. Pochopitelné kazdy
problém z #P je alespon tak tézky jako piislusny rozhodovaci problém v NP. Problém je #P-tplny, pokud je to
nejtézsi problém v #P.
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