Pokrocila linearni algebra ulohy pro zimni semestr

1 Matice pro vypocet linearnich rekurenci (20 bodu)

Na tvod si ve strucnosti popisme, jak pocitat Fibonacciho ¢isla pomoci umocnovani matic; ve
vétsich podrobnostech popsdno na konci kapitoly 3.1 textu Poviddni o Linedrni algebfe. Necht
fn je n-té Fibonacciho ¢islo, definovano takto:

f():O, f1:17 fn+2:fn+1+fn-

Uvazme matici A a vynasobme ji zprava vektorem obsahujici dvé po sobé jdouci Fibonacciho
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tedy nasobenim A se posouvame v posloupnosti Fibonacciho ¢isel o jedna doprava. Proto plati,
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kde prvni rovnost plati diky asociativité. Navic A™ umime spoéitat v ¢ase O(logn)?!

Zkusime vyse uvedeny postup zobecnit. Mdme néjakou obecnou zadanou linearni rekurentni
posloupnost. Prvni ¢leny x¢ az xp_1 jsou predepsany. Kazdy dalsi ¢len je linedarni kombinace k
predchéazejicich ¢lenu, tedy plati

Tptk = Ck—1Tptk—1 T Ck—2Tptk—2 + +++ + C1Tp41 + CoTp

pro pevné koeficienty cg az cp_1.

Priklad. Posloupnost muze mit tFeba urcéené prvni t¥i cleny xg = 1, x1 = 2, x5 = 3 a dals{ ¢leny
jsou urceny predpisem xp4+3 = Tpya — Tnt1 + 3T,. Zacdtek posloupnosti vypada takto:

(1,2,3,4,7,12,17,26,45, .. ).

Uloha 1.1. Zobecnéte postup vypoc¢tu pro obecnou linearni rekurenci. Pro zadané k a koe-
ficienty cq,...,cx_1 popiste, jak se matice A zkonstruuje. Pochopitelné také dokazte, ze mé
pozadované vlastnosti. Tim pochopite, jak jsme matici A pro Fibonacciho ¢&isla ziskali.

Ndapovéda. Zkuste nejprve uvazovat posloupnosti pro k& = 2, tedy posloupnosti, které zavisi
pouze na dvou predchézejicich ¢lenech.

Pozndmka. Matice A je zajimava, i kdyz nechceme zkonstruovat rychly algoritmus. V 1été si
ukazeme, jak z ni lze vydolovat vzorec pro n-ty c¢len linedrni rekurence. K tomu se budou hodit
vlastni ¢isla matice A. Ta ndm umozni prevést matici do Jordanova tvaru, ve kterém bude vzorec
piimo vidét.

2 Permutacni matice (25 bodt)

Permutace jiz zndme z diskrétni matematiky. Permutace 7 je bijektivni zobrazeni 7 : X —
X, tedy ruznym prvkum z X pfifazujeme ruzné prvky. Intuitivné je permutace pouze néjaké
preusporadéni prvku v X. Nds budou zajimat permutace mnoziny X = {1,2,...,n}.

Pro permutaci 7 je permuta¢ni matice P, ¢tvercovd matice n X n dand predpisem:

1 pro (i) = j,
(Pr)ij = .
0 jinak.

2
Wyuzijeme pileni, nebot a™ = (af) . Pokud tento algoritmus nezndte, zkuste si rozmyslet detaily.



Tedy je to nula-jednickova matice, kterda ma v kazdém radku piesné jednu jednicku na pozici
(i, m(2)).

Priklad. Ukéazeme si dva pitklady. Pro n = 5 méjme permutace m a o dané nésledujicim
predpisem (v druhém fadku je zapséno, kam se ¢isla zobrazuji):
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Tyto permutace maji permutaéni matice P a P, (s vynechanymi nulami):

Pro permutaéni matice vyteste nasledujici:

Uloha 2.1. Pro¢ se permuta¢nim maticim fika permutac¢ni? Uvazte, co permutaéni matice
provadi s matici A (pochopitelné spravné velikosti), pokud ji nasobi zleva ¢i zprava.

Uloha 2.2. Permutaén{ matice stejné velikosti 1ze nasobit. Pro libovolné n-prvkové permutace 7
a o ma P, P, smysl. Ukazte, ze sou¢in permuta¢nich matic je opét permutaéni matice a objevte,
v jakém je vztahu k permutacim 7 a o.

Uloha 2.3. Permutacn{ matice maji plnou hodnost, rank(P;) = n. Tedy vzdy existuje inverzni
matice. Zjistéte pro libovolnou permutaci 7, jak vypadd inverzni matice P!

Uloha 2.4. Ukazte, ze pro libovolnou permutaéni matici Py existuje mocnina k > 1, ze Pff =1,.
Jaka je nejmensi mozna hodnota k7

3 Matice Pascalova trojihelniku (20 bodi)

Cést Pascalova trojihelniku muzeme zapsat do matice n x n tfemi zptusoby: L, je dolni troj-
thelnikova matice, U, je horni trojihelnikova a S,, mé zapsany Pascaluv trojihelnik po dia-
gonaldch. Formalné, pokud ¢islujeme prvky matice od 0 do n — 1:

(Ln)ij = (;) (Un)iyj = (Z) (Sn)ij = <Z J;])

kde pochopitelné (;) = 0 pro nesmyslné hodnoty j > 1.
Priklad. Napiiklad pro n = 5 vypadaji matice takto (s vynechanymi nulami):

1 11111 11 1 1 1
11 12 3 4 12 3 4 5
Ls=|1 2 1 . Us= 1 36|, S;=|13 6 10 15
1331 1 4 1 4 10 20 35
146 41 1 1 5 15 35 70

Uloha 3.1. Jak bude vypadat sou¢in LzUs?

Uloha 3.2. Zobecnéte ziskany vysledek a popiste soucin L,U,. Pochopitelné pokud odvodite
obecny vztah, nemusite resit predchozi ulohu.

Ndpovéda. Zkuste objevit co nejvic dukazu. Lze si soucin rozepsat formalné pomoci definice
soucinu a vzpomenout si na sumy kombinac¢nich ¢isel. Dalsi mozné feSeni je provést Gaussovu
eliminaci vzniklé matice L, U, a udélat jeji LDU dekompozici. Co budou asi matice L a U? Za
kazdy ruzny dukaz budou dalsi body (ruznost posuzuje cvicici :)).



4 Mocniny Jordanovy matice (20 bodu)

Jordanova matice je blokovd diagondlni matice slozend z ¢tvercovych bloki umisténych podél
diagondly, které se nazyvaji Jordanovy buriky. Jordanova bunka Jy je matice, kterd ma na dia-
gonale hodnotu A, nad diagonélou prouzek jednicek a zbytek matice je nulovy, ptiklad Jordanovy
bunky 5 x 5 je na obrazku vlevo. Jordanova matice je slozena z bloku umisténych na diagonalu,
a kazdy blok je jedna Jordanova bunka. Piiklad Jordanovy matice je na obrazku vpravo.
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Jordanova véta je jeden z fundamentalnich vysledku linearni algebry a fika nésledujici:

Véta (Jordanova normélni forma). Pro kaZdou ¢tvercovou matici A existuje requldrni matice S
a Jordanova matice J, Ze

A=SJ51.

Napiiklad pro matici A pro vypocet Fibonacciho ¢isel z prvniho tkolu (éi konce kapitoly 3.1
textu Povidani o linedrni algebie) dostavame néasledujici na prvni pohled odpudivou Jordanovu
normalni formu:
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Je velice uziteéné umét pro matici A spocitat jeji k-tou mocninu A*, s tfm jsme se uz setkali
v prvnim tkolu pro vyse uvedenou A. Presné v takové situaci se hodi Jordanova véta, kterd
umoziuje A* presné urcit. Plat{ totiz:

AF = 878718578 ... 88 = §Jks T,

Tedy v ptipadé k-té mocniny staci umocnovat pouze Jordanovu matici. Napiiklad muzete zkusit
z vySe uvedeného rozkladu vyvodit vzorec pro k-té Fibonacciho ¢islo

k k
s 1 [1+5 1 [1-+5
k = — _—
Ve 2 Vi 2
Cilem této tlohy je zjistit, jak vypadd k-t4 mocnina Jordanovy matice. To lze samoziejmé
spocitat piimo z definice maticového nasobeni, i kdyz postup je to trochu pracny. Ukazeme si tri-

kovy vypocet zalozeny na binomické vété. Pro zacatek jedna ze zdkladnich vlastnosti blokovych
diagondlnich matic:

Uloha 4.1. Predpokladejme, ze umime umocnovat Jordanovy buiky, tedy zname J f . Urcete
J¥ v zévislosti na J/]\‘:.



4.1 Binomicka véta

Binomicka véta z kombinatoriky je nésledujici identita, ktera plati pro vSechna realna ¢isla a a
b a prirozena cisla k:

E_ (™) omn Y 1n—1 N\ 23p—2 , n n—1y1 N\ 130
(a+0) —<O>ab +<1>ab +<2>ab + +<n_1>a b+<n>ab.

Ptesné v této podobé v8ak binomickd véta pro matice fungovat nemuze, totiz napiiklad:
(A+B)(A+B)=A(A+ B)+ B(A+B) = A> + AB + BA + B>

Protoze sou¢in matic obecné nekomutuje, neplat{ obecné rovnost (A + B)? = A% + 2AB + B2
Pokud se vsak AB = BA, binomicka véta plati. Specidlné jsme ukazali na cvic¢enich, ze al,
komutuje s libovolnou matici A.

Uloha 4.2. Cemu se rovna (A + al,)*?

4.2 Mocnina Jordanovy bunky

Zbyva vytesit, jak vypada k-t4 mocnina Jordanovy bunky J f To udélame ve dvou krocich:
Uloha 4.3. Jak vypadé k-t4 mocnina J(’f?

Ndapovéda. Tady staci postupovat z definice ndsobeni, ale vysledek vyjde velice hezky.
Uloha 4.4. Jak vypada k-t4 mocnina Jf?

Ndpovéda. Vyuzijte binomickou vétu.

5 Matice s vzorem Sachovnice (25 bodi)

Na cviceni jsme dokézali, ze tfidy & hornich trojihelnikovych matic, £ dolnich trojihelnikovych
matic a D diagondlnich matic jsou uzaviené na s¢itani, ndsobeni a inverze (pochopitelné pouze
pokud inverze existuji). Tedy napiiklad pro A,B € U plati A+ B € U, ABc U a A~ € U,
pokud operace dévaji smysl.

V této tloze chceme zjistit, jestli néco podobného plati pro dvé tifdy matic S; a S, se
sachovnicovym vzorem. Nejprve definujme tyto tiidy. Ctvercovd matice A patii do Sy, prave
kdyz (A);; = 0, kdykoliv i + j je liché. Podobné étvercovd matice B patif do Ss, préavé kdyz
(B)i,j = 0, kdykoliv i + j je sudé. Na ostatni policka matic neklademe zadné predpoklady, tedy
napftiklad nulova matice patii do obou tiid.

Priklad. Neékolik piikladu téchto matic (s vynechanymi nulami mimo Sachovnicovy vzor):
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Uloha 5.1. Rozhodnéte, zda jsou tifdy Sy a Sy uzaviené na soucet.

Uloha 5.2. Rozhodnéte, zda jsou tiidy Sy a S; uzaviené na soucin? Jsou souéiny matic z téchto
tiid v néjakém dalsim vztahu; tfeba pro AB, pokud A € Sy a B € 8,7

Uloha 5.3. Rozhodnéte, zda jsou tiidy Sy a Ss uzaviené na inverze (opét s predpokladem, ze
pro A inverzni matice A~! existuje)? Lze pro nékteré rozméry s jistotou fict, ze matice nenf
invertovatelna?

Ndpovéda. Inverze se pocita pomoci Gaussovy eliminace, kterd prevede tvar (A | I,,) na tvar
(I, | A71). Nelze néjak vhodné vyuzit vlastnosti sachovnicového vzoru?



6 Konecna télesa existuji jen pro mocniny prvocisla (40 bodi)
V této tloze si ukdzeme ¢ést z dukazu néasledujici algebraické véty.
Véta. Koneéné téleso F rddu 7 existuje, prdavé kdys 7 je mocnina prvocisla p*.

Dokonce plati, ze kone¢né téleso daného fadu je urceno jednozna¢né (az na prejmenovéani
prvki, kterému se odborné ¥iké isomorfismus). Tato véta tedy opodstatiiuje oznaceni GF(p¥),
nebot téleso Fadu p* je jednoznaéné uréené. V ditkazu ukézeme, ze kazdé takové téleso je vysoce
symetricky objekt, ktery v sobé skryvéa vektorovy prostor. To je pomérné prekvapivé, nebot v
definici télesa se vektorové prostory vibec nevyskytuji a naopak ty se definuji pomoci téles.

Co o télesech uz zname ...

V samotném dukazu muzeme pouzit pouze axiomy télesa a jejich dusledky! Pfipomenme si, co
fikaji axiomy télesa:

Téleso je struktura s dvéma operacemi — s¢itanim a ndsobenim.

Téleso obsahuje dva specidlni prvky, neutrdlni prvek na séitdni (budeme znacit 0) a ne-
utrdlni prvek na nasobeni (znac¢ime 1).

7 hlediska sc¢itani se téleso chova jako grupa — mame inverzni prvky a neutralni prvek.

7 hlediska néasobeni se téleso bez 0 chova jako grupa — opét mame inverze a neutralni
prvek.
e Navic operace s¢itani a nasobeni jsou dohromady svazané distributivitou.

Z axiomu lze odvodit i dalsi vlastnosti téles, nékteré jsme jiz videéli.

e Neutralni prvky 0 a 1 a inverze pro obé operace jsou urceny jednoznacné. Ostatné to plati
obecné i v grupéch.

Libovolny nasobek 0 je zase nula: a - 0 = 0.

Pokud a + b = a + ¢, potom b = c.

Podobné pro nasobeni a a # 0, pokud a-b = a - ¢, potom b = c.

Neexistuji dvé nenulova ¢isla a a b, ze a - b = 0.

Z,, je podtéleso F

Na rozjezd vytesSime télesa s prvociselnou velikosti. Uvazujme strukturu Zj tvofenou ¢isly
0,...,k — 1 a operacemi s¢itani a nasobeni definovanymi jako zbytek po celo¢iselném séitani
a nasobeni.

Priklad. Napiiklad pro Z4 a prvky a = 2 a b = 3 dostaneme, ze a +b = 1 a a - b = 2, nebot
presné takové zbytky maji ¢isla 5 a 6 po déleni 4.
Uloha 6.1. Dokazte, ze Z,, je téleso, prave kdyz p je prvocislo.

Ndpovéda. Pokud p neni prvocislo, neni tézké nalézt dvojici, kterd porusuje posledni vlastnost.
Pro prvocisla to se s¢itanim bude docela jednoduché. Je vsak tifeba pro kazdy prvek a ukazat,
ze nasobeni timto prvkem je prosté, tedy ze neexistuje dvé rozdilna ¢isla b a ¢, aby a-b=a - c.

Charakteristika télesa je nejmensi prirozené ¢islo k takové, ze soucet k jednicek 1+14---+1 =
0, pfipadné 0, pokud takové k neexistuje (tfeba realnd ¢isla).

Uloha 6.2. Dokaite, ze pro kazdé koneéné téleso F je jeho charakteristika néjaké prvocislo p.

Napovéda. Ukazte nejprve, ze charakteristika je nenulova. Poté zkuste dokazovat sporem. Kdyby
charakteristika nebyla prvociselna, co by bylo Spatné?



Oznac¢me soucet k jednicek pomoci k. V télese
tedy mame prvky 0,...,p — 1. O dalsich prvcich
zatim nic nevime. L

Uloha 6.3. Ukazte, ze prvky 0,...,p — 1 tvoii
podtéleso totozné Z,. F

Coze? Téleso je vektorovy prostor?

Nyni vyuzijeme ziskané znalosti o télesech a dokonéime dukaz prekvapivym tiskokem, vsak po-
sud'te sami.

Uloha 6.4. Dokaizte, 7e kazdé koneéné téleso F charakteristiky p je vektorovy prostor V nad
télesem Z,. Operace V definujeme takto: séitani vektort odpovidd scitani v télese a skaldrni
nasobeni nasobenim v télese (protoze Z, je podtéleso I, lze to takto definovat).

Ndapovéda. K tomu potiebujeme dokazat, ze vznikla struktura splnuje vSechny axiomy vekto-
rového prostoru. Neplyne to snadno z toho, ze F je téleso?

Vime, Ze vektorové prostory tvoif silné piedurcéenou strukturu, pojdme toho tedy vyuzit.
Vektorovy prostor V. ma totiz kone¢nou dimenzi k. Podle Steinitzovy véty vime, Ze existuje
néjaka baze by, ..., bg. Sice vibec netusime, jak vypadd, ale to nebudeme potiebovat — staci
védeét, ze existuje.

Bude se hodit jesté jedno obecné tvrzeni o bazich a linearnich kombinacich.

Uloha 6.5. Dokazte, ze pokud by, ..., by je baze vektorového prostoru, potom jeji razné linedrni
kombinace definuji ruzné vektory. Tedy dokazte, Ze Zle a;b; = Zle a;b; implikuje, ze o; = ;.

Dokonceni dukazu

A na zavér slozme oba poznatky dohromady.

Uloha 6.6. Dokazte, ze kazdé konecné téleso F m4 p* prvki.

Ndpovéda. Kolik rozdilnych linedrnich kombinaci vektora by, ..., by existuje?

Tim jsme ukdazali neexistenci konecného télesa velikosti, kterd neni mocnina prvocisla. Také
vam prijde trik hezky? Pokud jste se dostali az sem (a pfipadné vSechna tvrzeni po cesté
dokézali), mate muj obdiv (a zaslouzite si své body :)).

7 Svédci a svétci (10 bodu)

Predstavme si, ze po nas nékdo chce vyfesit soustavu Ax = b. To neni nijak tézké, ze? Ale
co s tim, kdyz takové feSeni neexistuje? Na cvicenich jsme ukdazali, jak za pomoci metody
nejmensich ¢tvercu soustavu co nejméné pozmeénit, aby feSeni existovalo. To je vhodné jen pro
nékteré aplikace a pro jiné by se vice hodilo mit svédka (neboli certifikdt), pomoci kterého snadno
dokézeme, ze feSeni neexistuje. Certifikaty hraji dulezitou roli v teorii slozitosti.

Zkusime si vyrobit jeden takovy certifikdat pro to, ze Ax = b nemd feSeni. Stac¢i k tomu
nalézt vektor y spravnych vlastnosti.

Uloha 7.1. Soustava Ax = b nem4 fesent, prave kdyz existuje y, ze Ay =0ay'b = —1.
Napovéda. Zamyslete se nad tim, co uloha fika v fe¢i fundamentalnich prostorti A. Rozmyslete

si také, ze bude platit i tvrzeni, kde bychom nahradili —1 libovolnou jinou nenulovou konstantou.

Pozndmka. V praxi se pouzivaji jesté o néco silngjsi tvrzeni, tzv. Farkasova lemmata. Jsou to
oddélovaci lemmata pro systémy napiiklad Ax < b nebo dokonce maxx{ch : Ax = b}.



