
Pokročilá lineárńı algebra úlohy pro zimńı semestr

1 Matice pro výpočet lineárńıch rekurenćı (20 bod̊u)

Na úvod si ve stručnosti popǐsme, jak poč́ıtat Fibonacciho č́ısla pomoćı umocňováńı matic; ve
větš́ıch podrobnostech popsáno na konci kapitoly 3.1 textu Pov́ıdáńı o Lineárńı algebře. Necht’

fn je n-té Fibonacciho č́ıslo, definováno takto:

f0 = 0, f1 = 1, fn+2 = fn+1 + fn.

Uvažme matici A a vynásobme j́ı zprava vektorem obsahuj́ıćı dvě po sobě jdoućı Fibonacciho
č́ısla:

A =

(
1 1
1 0

)

,

(
1 1
1 0

)

·
(
fk+1

fk

)

=

(
fk + fk+1

fk+1

)

=

(
fk+2

fk+1

)

,

tedy násobeńım A se posouváme v posloupnosti Fibonacciho č́ısel o jedna doprava. Proto plat́ı,
že

A ·A · · ·A
︸ ︷︷ ︸

n-krát

·
(
f1
f0

)

= An ·
(
f1
f0

)

=

(
fn+1

fn

)

,

kde prvńı rovnost plat́ı d́ıky asociativitě. Nav́ıc An umı́me spoč́ıtat v čase O(logn).1

Zkuśıme výše uvedený postup zobecnit. Máme nějakou obecnou zadanou lineárńı rekurentńı
posloupnost. Prvńı členy x0 až xk−1 jsou předepsány. Každý daľśı člen je lineárńı kombinace k

předcházej́ıćıch člen̊u, tedy plat́ı

xn+k = ck−1xn+k−1 + ck−2xn+k−2 + · · ·+ c1xn+1 + c0xn

pro pevné koeficienty c0 až ck−1.

Př́ıklad. Posloupnost může mı́t třeba určené prvńı tři členy x0 = 1, x1 = 2, x2 = 3 a daľśı členy
jsou určeny předpisem xn+3 = xn+2 − xn+1 + 3xn. Začátek posloupnosti vypadá takto:

(1, 2, 3, 4, 7, 12, 17, 26, 45, . . .).

Úloha 1.1. Zobecněte postup výpočtu pro obecnou lineárńı rekurenci. Pro zadané k a koe-
ficienty c0, . . . , ck−1 popǐste, jak se matice A zkonstruuje. Pochopitelně také dokážte, že má
požadováné vlastnosti. T́ım pochoṕıte, jak jsme matici A pro Fibonacciho č́ısla źıskali.

Nápověda. Zkuste nejprve uvažovat posloupnosti pro k = 2, tedy posloupnosti, které záviśı
pouze na dvou předcházej́ıćıch členech.

Poznámka. Matice A je zaj́ımavá, i když nechceme zkonstruovat rychlý algoritmus. V létě si
ukážeme, jak z ńı lze vydolovat vzorec pro n-tý člen lineárńı rekurence. K tomu se budou hodit
vlastńı č́ısla matice A. Ta nám umožńı převést matici do Jordanova tvaru, ve kterém bude vzorec
př́ımo vidět.

2 Permutačńı matice (25 bod̊u)

Permutace již známe z diskrétńı matematiky. Permutace π je bijektivńı zobrazeńı π : X →
X, tedy r̊uzným prvk̊um z X přǐrazujeme r̊uzné prvky. Intuitivně je permutace pouze nějaké
přeuspořádáńı prvk̊u v X. Nás budou zaj́ımat permutace množiny X = {1, 2, . . . , n}.

Pro permutaci π je permutačńı matice Pπ čtvercová matice n× n daná předpisem:

(Pπ)ij =

{

1 pro π(i) = j,

0 jinak.

1Využijeme p̊uleńı, nebot’ an =
(

a

n

2

)

2

. Pokud tento algoritmus neznáte, zkuste si rozmyslet detaily.
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Tedy je to nula-jedničková matice, která má v každém řádku přesně jednu jedničku na pozici
(i, π(i)).

Př́ıklad. Ukážeme si dva př́ıklady. Pro n = 5 mějme permutace π a σ dané následuj́ıćım
předpisem (v druhém řádku je zapsáno, kam se č́ısla zobrazuj́ı):

π =

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)

a σ =

(
1 2 3 4 5
3 1 2 5 4

)

.

Tyto permutace maj́ı permutačńı matice Pπ a Pσ (s vynechanými nulami):

Pπ =









1
1

1
1

1









a Pσ =









1
1

1
1

1









.

Pro permutačńı matice vyřešte následuj́ıćı:

Úloha 2.1. Proč se permutačńım matićım ř́ıká permutačńı? Uvažte, co permutačńı matice
provád́ı s matićı A (pochopitelně správné velikosti), pokud ji násob́ı zleva či zprava.

Úloha 2.2. Permutačńı matice stejné velikosti lze násobit. Pro libovolné n-prvkové permutace π
a σ má PπPσ smysl. Ukažte, že součin permutačńıch matic je opět permutačńı matice a objevte,
v jakém je vztahu k permutaćım π a σ.

Úloha 2.3. Permutačńı matice maj́ı plnou hodnost, rank(Pπ) = n. Tedy vždy existuje inverzńı
matice. Zjistěte pro libovolnou permutaci π, jak vypadá inverzńı matice P−1

π .

Úloha 2.4. Ukažte, že pro libovolnou permutačńı matici Pπ existuje mocnina k ≥ 1, že P k
π = In.

Jaká je nejmenš́ı možná hodnota k?

3 Matice Pascalova trojúhelńıku (20 bod̊u)

Část Pascalova trojúhelńıku můžeme zapsat do matice n × n třemi zp̊usoby: Ln je dolńı troj-
úhelńıková matice, Un je horńı trojúhelńıková a Sn má zapsaný Pascal̊uv trojúhelńık po dia-
gonálách. Formálně, pokud č́ıslujeme prvky matice od 0 do n− 1:

(Ln)i,j =

(
i

j

)

, (Un)i,j =

(
j

i

)

, (Sn)i,j =

(
i+ j

i

)

,

kde pochopitelně
(
i
j

)
= 0 pro nesmyslné hodnoty j > i.

Př́ıklad. Např́ıklad pro n = 5 vypadaj́ı matice takto (s vynechanými nulami):

L5 =









1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1









, U5 =









1 1 1 1 1
1 2 3 4

1 3 6
1 4

1









, S5 =









1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 3 6 10 15
1 4 10 20 35
1 5 15 35 70









.

Úloha 3.1. Jak bude vypadat součin L5U5?

Úloha 3.2. Zobecněte źıskaný výsledek a popǐste součin LnUn. Pochopitelně pokud odvod́ıte
obecný vztah, nemuśıte řešit předchoźı úlohu.

Nápověda. Zkuste objevit co nejv́ıc d̊ukaz̊u. Lze si součin rozepsat formálně pomoćı definice
součinu a vzpomenout si na sumy kombinačńıch č́ısel. Daľśı možné řešeńı je provést Gaussovu
eliminaci vzniklé matice LnUn a udělat jej́ı LDU dekompozici. Co budou asi matice L a U? Za
každý r̊uzný d̊ukaz budou daľśı body (r̊uznost posuzuje cvič́ıćı :)).
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4 Mocniny Jordanovy matice (20 bod̊u)

Jordanova matice je bloková diagonálńı matice složená z čtvercových blok̊u umı́stěných podél
diagonály, které se nazývaj́ı Jordanovy buňky. Jordanova buňka Jλ je matice, která má na dia-
gonále hodnotu λ, nad diagonálou proužek jedniček a zbytek matice je nulový, př́ıklad Jordanovy
buňky 5× 5 je na obrázku vlevo. Jordanova matice je složena z blok̊u umı́stěných na diagonálu,
a každý blok je jedna Jordanova buňka. Př́ıklad Jordanovy matice je na obrázku vpravo.

Jλ =









λ 1
λ 1

λ 1
λ 1

λ









J =

Jλ1

Jλ2

Jλ3

Jλ4

Jordanova věta je jeden z fundamentálńıch výsledk̊u lineárńı algebry a ř́ıká následuj́ıćı:

Věta (Jordanova normálńı forma). Pro každou čtvercovou matici A existuje regulárńı matice S

a Jordanova matice J , že

A = SJS−1.

Např́ıklad pro matici A pro výpočet Fibonacciho č́ısel z prvńıho úkolu (či konce kapitoly 3.1
textu Pov́ıdáńı o lineárńı algebře) dostáváme následuj́ıćı na prvńı pohled odpudivou Jordanovu
normálńı formu:

A =

(
1 1
1 0

)

=





1−
√
5

2

1 +
√
5

2

1 1










1 +
√
5

2
1−

√
5

2













− 1√
5

√
5 + 1

2
√
5

1√
5

√
5− 1

2
√
5








= SJS−1.

Je velice užitečné umět pro matici A spoč́ıtat jej́ı k-tou mocninu Ak, s t́ım jsme se už setkali
v prvńım úkolu pro výše uvedenou A. Přesně v takové situaci se hod́ı Jordanova věta, která
umožňuje Ak přesně určit. Plat́ı totiž:

Ak = SJS−1SJS1− · · ·SJS−1 = SJkS−1.

Tedy v př́ıpadě k-té mocniny stač́ı umocňovat pouze Jordanovu matici. Např́ıklad můžete zkusit
z výše uvedeného rozkladu vyvodit vzorec pro k-té Fibonacciho č́ıslo

fk =
1√
5

(

1 +
√
5

2

)k

− 1√
5

(

1−
√
5

2

)k

.

Ćılem této úlohy je zjistit, jak vypadá k-tá mocnina Jordanovy matice. To lze samozřejmě
spoč́ıtat př́ımo z definice maticového násobeńı, i když postup je to trochu pracný. Ukážeme si tri-
kový výpočet založený na binomické větě. Pro začátek jedna ze základńıch vlastnost́ı blokových
diagonálńıch matic:

Úloha 4.1. Předpokládejme, že umı́me umocňovat Jordanovy buňky, tedy známe Jk
λ . Určete

Jk v závislosti na Jk
λ .
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4.1 Binomická věta

Binomická věta z kombinatoriky je následuj́ıćı identita, která plat́ı pro všechna reálná č́ısla a a
b a přirozená č́ısla k:

(a+ b)k =

(
n

0

)

a0bn +

(
n

1

)

a1bn−1 +

(
n

2

)

a2bn−2 + · · ·+
(

n

n− 1

)

an−1b1 +

(
n

n

)

anb0.

Přesně v této podobě však binomická věta pro matice fungovat nemůže, totiž např́ıklad:

(A+B)(A+B) = A(A+B) +B(A+B) = A2 +AB +BA+B2.

Protože součin matic obecně nekomutuje, neplat́ı obecně rovnost (A + B)2 = A2 + 2AB + B2.
Pokud se však AB = BA, binomická věta plat́ı. Speciálně jsme ukázali na cvičeńıch, že αIn
komutuje s libovolnou matićı A.

Úloha 4.2. Čemu se rovná (A+ αIn)
k?

4.2 Mocnina Jordanovy buňky

Zbývá vyřešit, jak vypadá k-tá mocnina Jordanovy buňky Jk
λ . To uděláme ve dvou kroćıch:

Úloha 4.3. Jak vypadá k-tá mocnina Jk
0 ?

Nápověda. Tady stač́ı postupovat z definice násobeńı, ale výsledek vyjde velice hezky.

Úloha 4.4. Jak vypadá k-tá mocnina Jk
λ?

Nápověda. Využijte binomickou větu.

5 Matice s vzorem šachovnice (25 bod̊u)

Na cvičeńı jsme dokázali, že tř́ıdy U horńıch trojúhelńıkových matic, L dolńıch trojúhelńıkových
matic a D diagonálńıch matic jsou uzavřené na sč́ıtáńı, násobeńı a inverze (pochopitelně pouze
pokud inverze existuj́ı). Tedy např́ıklad pro A,B ∈ U plat́ı A + B ∈ U , AB ∈ U a A−1 ∈ U ,
pokud operace dávaj́ı smysl.

V této úloze chceme zjistit, jestli něco podobného plat́ı pro dvě tř́ıdy matic Šℓ a Šs se
šachovnicovým vzorem. Nejprve definujme tyto tř́ıdy. Čtvercová matice A patř́ı do Šℓ, právě
když (A)i,j = 0, kdykoliv i + j je liché. Podobně čtvercová matice B patř́ı do Šs, právě když
(B)i,j = 0, kdykoliv i+ j je sudé. Na ostatńı poĺıčka matic neklademe žádné předpoklady, tedy
např́ıklad nulová matice patř́ı do obou tř́ıd.

Př́ıklad. Několik př́ıklad̊u těchto matic (s vynechanými nulami mimo šachovnicový vzor):

(
1

2

)

,





0 1
5

0 2



 ,







1 0
3 17

0 1

2

1 0







︸ ︷︷ ︸

∈ Šℓ

a

(
1

2

)

,





1
3 2

0



 ,







4 0
4 2

2 7
0 7







︸ ︷︷ ︸

∈ Šs

.

Úloha 5.1. Rozhodněte, zda jsou tř́ıdy Šℓ a Šs uzavřené na součet.

Úloha 5.2. Rozhodněte, zda jsou tř́ıdy Šℓ a Šs uzavřené na součin? Jsou součiny matic z těchto
tř́ıd v nějakém daľśım vztahu; třeba pro AB, pokud A ∈ Šℓ a B ∈ Šs?

Úloha 5.3. Rozhodněte, zda jsou tř́ıdy Šℓ a Šs uzavřené na inverze (opět s předpokladem, že
pro A inverzńı matice A−1 existuje)? Lze pro některé rozměry s jistotou ř́ıct, že matice neńı
invertovatelná?

Nápověda. Inverze se poč́ıtá pomoćı Gaussovy eliminace, která převede tvar (A | In) na tvar
(In | A−1). Nelze nějak vhodně využ́ıt vlastnost́ı šachovnicového vzoru?
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6 Konečná tělesa existuj́ı jen pro mocniny prvoč́ısla (40 bod̊u)

V této úloze si ukážeme část z d̊ukazu následuj́ıćı algebraické věty.

Věta. Konečné těleso F řádu ř existuje, právě když ř je mocnina prvoč́ısla pk.

Dokonce plat́ı, že konečně těleso daného řádu je určeno jednoznačně (až na přejmenováńı
prvk̊u, kterému se odborně ř́ıká isomorfismus). Tato věta tedy opodstatňuje označeńı GF(pk),
nebot’ těleso řádu pk je jednoznačně určené. V d̊ukazu ukážeme, že každé takové těleso je vysoce
symetrický objekt, který v sobě skrývá vektorový prostor. To je poměrně překvapivé, nebot’ v
definici tělesa se vektorové prostory v̊ubec nevyskytuj́ı a naopak ty se definuj́ı pomoćı těles.

Co o tělesech už známe . . .

V samotném d̊ukazu můžeme použ́ıt pouze axiomy tělesa a jejich d̊usledky! Připomeňme si, co
ř́ıkaj́ı axiomy tělesa:

• Těleso je struktura s dvěma operacemi – sč́ıtáńım a násobeńım.

• Těleso obsahuje dva speciálńı prvky, neutrálńı prvek na sč́ıtáńı (budeme značit 0) a ne-
utrálńı prvek na násobeńı (znač́ıme 1).

• Z hlediska sč́ıtáńı se těleso chová jako grupa – máme inverzńı prvky a neutrálńı prvek.

• Z hlediska násobeńı se těleso bez 0 chová jako grupa – opět máme inverze a neutrálńı
prvek.

• Nav́ıc operace sč́ıtáńı a násobeńı jsou dohromady svázané distributivitou.

Z axiomů lze odvodit i daľśı vlastnosti těles, některé jsme již viděli.

• Neutrálńı prvky 0 a 1 a inverze pro obě operace jsou určeny jednoznačně. Ostatně to plat́ı
obecně i v grupách.

• Libovolný násobek 0 je zase nula: a · 0 = 0.

• Pokud a+ b = a+ c, potom b = c.

• Podobně pro násobeńı a a 6= 0, pokud a · b = a · c, potom b = c.

• Neexistuj́ı dvě nenulová č́ısla a a b, že a · b = 0.

Zp je podtěleso F

Na rozjezd vyřeš́ıme tělesa s prvoč́ıselnou velikost́ı. Uvažujme strukturu Zk tvořenou č́ısly
0, . . . , k − 1 a operacemi sč́ıtańı a násobeńı definovanými jako zbytek po celoč́ıselném sč́ıtáńı
a násobeńı.

Př́ıklad. Např́ıklad pro Z4 a prvky a = 2 a b = 3 dostaneme, že a + b = 1 a a · b = 2, nebot’

přesně takové zbytky maj́ı č́ısla 5 a 6 po děleńı 4.

Úloha 6.1. Dokažte, že Zp je těleso, právě když p je prvoč́ıslo.

Nápověda. Pokud p neńı prvoč́ıslo, neńı těžké nalézt dvojici, která porušuje posledńı vlastnost.
Pro prvoč́ısla to se sč́ıtáńım bude docela jednoduché. Je však třeba pro každý prvek a ukázat,
že násobeńı t́ımto prvkem je prosté, tedy že neexistuje dvě rozd́ılná č́ısla b a c, aby a · b = a · c.

Charakteristika tělesa je nejmenš́ı přirozené č́ıslo k takové, že součet k jedniček 1+1+· · ·+1 =
0, př́ıpadně 0, pokud takové k neexistuje (třeba reálná č́ısla).

Úloha 6.2. Dokažte, že pro každé konečné těleso F je jeho charakteristika nějaké prvoč́ıslo p.

Nápověda. Ukažte nejprve, že charakteristika je nenulová. Poté zkuste dokazovat sporem. Kdyby
charakteristika nebyla prvoč́ıselná, co by bylo špatně?
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0 1 2 3 · · · p− 1
F

Zp

Označme součet k jedniček pomoćı k. V tělese
tedy máme prvky 0, . . . , p − 1. O daľśıch prvćıch
zat́ım nic nev́ıme.

Úloha 6.3. Ukažte, že prvky 0, . . . , p − 1 tvoř́ı
podtěleso totožné Zp.

Cože? Těleso je vektorový prostor?

Nyńı využijeme źıskané znalosti o tělesech a dokonč́ıme d̊ukaz překvapivým úskokem, však po-
sud’te sami.

Úloha 6.4. Dokažte, že každé konečné těleso F charakteristiky p je vektorový prostor V nad
tělesem Zp. Operace V definujeme takto: sč́ıtáńı vektor̊u odpov́ıdá sč́ıtáńı v tělese a skalárńı
násobeńı násobeńım v tělese (protože Zp je podtěleso F, lze to takto definovat).

Nápověda. K tomu potřebujeme dokázat, že vzniklá struktura splňuje všechny axiomy vekto-
rového prostoru. Neplyne to snadno z toho, že F je těleso?

Vı́me, že vektorové prostory tvoř́ı silně předurčenou strukturu, pojd’me toho tedy využ́ıt.
Vektorový prostor V má totiž konečnou dimenzi k. Podle Steinitzovy věty v́ıme, že existuje
nějaká báze b1, . . . ,bk. Sice v̊ubec netuš́ıme, jak vypadá, ale to nebudeme potřebovat – stač́ı
vědět, že existuje.

Bude se hodit ještě jedno obecné tvrzeńı o báźıch a lineárńıch kombinaćıch.

Úloha 6.5. Dokažte, že pokud b1, . . . ,bk je báze vektorového prostoru, potom jej́ı r̊uzné lineárńı
kombinace definuj́ı r̊uzné vektory. Tedy dokažte, že

∑k
i=1

αibi =
∑k

i=1
ᾱibi implikuje, že αi = ᾱi.

Dokončeńı d̊ukazu

A na závěr složme oba poznatky dohromady.

Úloha 6.6. Dokažte, že každé konečné těleso F má pk prvk̊u.

Nápověda. Kolik rozd́ılných lineárńıch kombinaćı vektor̊u b1, . . . ,bk existuje?

T́ım jsme ukázali neexistenci konečného tělesa velikosti, která neńı mocnina prvoč́ısla. Také
vám přijde trik hezký? Pokud jste se dostali až sem (a př́ıpadně všechna tvrzeńı po cestě
dokázali), máte můj obdiv (a zaslouž́ıte si své body :)).

7 Svědci a světci (10 bod̊u)

Představme si, že po nás někdo chce vyřešit soustavu Ax = b. To neńı nijak těžké, že? Ale
co s t́ım, když takové řešeńı neexistuje? Na cvičeńıch jsme ukázali, jak za pomoćı metody
nejmenš́ıch čtverc̊u soustavu co nejméně pozměnit, aby řešeńı existovalo. To je vhodné jen pro
některé aplikace a pro jiné by se v́ıce hodilo mı́t svědka (neboli certifikát), pomoćı kterého snadno
dokážeme, že řešeńı neexistuje. Certifikáty hraj́ı d̊uležitou roli v teorii složitosti.

Zkuśıme si vyrobit jeden takový certifikát pro to, že Ax = b nemá řešeńı. Stač́ı k tomu
nalézt vektor y správných vlastnost́ı.

Úloha 7.1. Soustava Ax = b nemá řešeńı, právě když existuje y, že ATy = 0 a yTb = −1.

Nápověda. Zamyslete se nad t́ım, co úloha ř́ıká v řeči fundamentálńıch prostor̊u A. Rozmyslete
si také, že bude platit i tvrzeńı, kde bychom nahradili −1 libovolnou jinou nenulovou konstantou.

Poznámka. V praxi se použ́ıvaj́ı ještě o něco silněǰśı tvrzeńı, tzv. Farkašova lemmata. Jsou to
oddělovaćı lemmata pro systémy např́ıklad Ax ≤ b nebo dokonce maxx{cTx : Ax = b}.
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