
Pokročilá lineárńı algebra 2 úlohy pro letńı semestr

8 Normy mimo normu (30 bod̊u)

Na cvičeńıch jsme charakterizovali všechny skalárńı součiny 〈x|y〉 pomoćı symetrických pozitivně
definitńıch matic A jako xTAy. Také jsme zmı́nili, že každý skalárńı součin 〈x|y〉 indukuje normu
‖x‖ =

√

〈x|x〉. Norem je však mnohem v́ıce než skalárńıch součin̊u, nebot’ ne každá norma je
spojena se skalárńım součinem. V této úloze dokážeme úplnou charakterizaci norem v R

n.

8.1 Definice normy

Připomeňme si nejprve definici normy. Norma ‖ · ‖ je zobrazeńı R
n → R, které splňuje tři

podmı́nky:

(i) Nezápornost: pro každé x ∈ R
n je ‖x‖ ≥ 0 a pro x 6= 0 dokonce ‖x‖ > 0.

(ii) Linearita: pro každé x ∈ R
n a α ∈ R je ‖αx‖ = |α| · ‖x‖.

(iii) Trojúhelńıková nerovnost: pro každé x,y ∈ R
n plat́ı, že ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Př́ıklady norem jsou standardńı norma

‖x‖ =
√

x21 + · · ·+ x2n = x
T
x,

A-norma ‖x‖A = x
TAx (kde A je symetrická pozitivně definitńı matice) a ℓp norma

‖x‖p =
(

|x1|
p + · · ·+ |xn|

p
) 1

p

pro p ∈ [1,∞].

8.2 Sféry a koule

Mějme normu ‖ · ‖. Zaved’me následuj́ıćı značeńı:

Sr =
{

x : x ∈ R
n, ‖x‖ = r

}

, Br =
{

x : x ∈ R
n, ‖x‖ ≤ r

}

.

Množina Sr je sféra o poloměru r, a Br je koule o poloměru r. Na obrázku jsou sféry S1 pro
r̊uzné normy.
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Pokud zvoĺıme normu libovolného vektoru ‖x‖, vyplývá z linearity (i) také norma všech jeho
násobk̊u, tedy určili jsme normu pro celou př́ımku procházej́ıćı počátkem. Pokud předeṕı̌seme
normu na každé z těchto př́ımek, je celá norma určená, ale muśıme to udělat konzistentně, aby
byla splněna trojúhelńıková nerovnost. Jinými slovy norma je jednoznačně určena jej́ı jednotko-
vou sférou S1.

Udělejme malou odbočku. Množina M se nazývá konvexńı, pokud pro libovolné dva vektory
x,y ∈ M patř́ı úsečka

{

tx+(1−t)y : t ∈ [0, 1]
}

do množiny M . Popǐsme paralelu s vektorovými
podprostory. Vektorový podprostor je množina vektor̊u uzavřená na lineárńı kombinace. Pro
konvexńı množiny plat́ı, že jsou uzavřené na konvexńı kombinace. To jsou lineárńı kombinace
t1x1 + · · ·+ tkxk, které nav́ıc splňuj́ı, že t1 + · · ·+ tk = 1 a ti ≥ 0.

Úloha 8.1. Dokažte následuj́ıćı vlastnosti pro libovolnou normu ‖ · ‖:

(a) Počátek 0 /∈ Sr pro libovolné r > 0.

(b) Množiny Sr a Br jsou symetrické podle počátku, tedy −Sr = Sr a −Br = Br.

(c) Množina Br je konvexńı.

Nyńı přeformulujme vlastnost, že Br je konvexńı.

Úloha 8.2. Necht’ ‖ · ‖ je libovolné zobrazeńı Rn → R, které splňuje (i) a (ii). Dokažte, že Br

je konvexńı pro libovolné r > 0, právě když

‖tx+ (1− t)y‖ ≤ t‖x‖+ (1− t)‖y‖,

kdykoliv t ∈ [0, 1].

8.3 Charakterizace všech norem

Nyńı si ukážeme charakterizaci norem. Již v́ıme, že každá norma definuje koule Br, které jsou
konvexńı a symetrické podle počátku. Naopak libovolná jedna taková koule již jednoznačně
určuje normu:

Úloha 8.3. Necht’ B1 je uzavřená omezená konvexńı podmnožina Rn, symetrická podle počátku.
Necht’ S1 je hranice B1 a necht’ 0 /∈ S1. Definujme zobrazeńı ‖ · ‖ : Rn → R následovně:

‖x‖ = |α|, kde x = αy a y ∈ S1.

Dokažte, že ‖ · ‖ je norma.

Nápověda. Je snadné ověřit, že ‖ · ‖ splňuje vlastnosti (i) a (ii). S využit́ım úlohy 6.2, vhodným
dosazeńım za t, lze źıskat trojúhelńıkovou nerovnost (iii).

Ukázali jsme, že normy mohou být oproti skalárńım součin̊um velice složité. Zakončeme tuto
úlohu př́ıkladem několika

”
divných“ norem, které nejdou popsat žádným ze vzorečk̊u na začátku

zadáńı úlohy.

S1 S1 S1
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9 Determinant je multilineárńı alternuj́ıćı forma (40 bod̊u)

Těmito slovy by vám algebraik pravděpodobně popsal determinant. Definice je na jednu stranu
krátká a jednoduchá, na druhou stranu člověku neznalému těchto pojmů neřekne absolutně nic.
Naš́ım ćılem v této úloze bude si tuto alternativńı definici představit a ukázat ekvivalenci s
typickou definićı determinantu pomoćı formule

det(A) =
∑

π∈Sn

sgn(π)

n
∏

i=1

ai,π(i). (♣)

Z formule vyvod́ıme (s trochou práce) vlastnosti determinantu, pomoćı kterých ho můžeme
spoč́ıtat. Na druhou stranu v̊ubec neńı vidět, kde se tato formule vzala a proč zrovna takhle je
zaj́ımavá; což bude mnohem zřejměǰśı z algebraického př́ıstupu pomoćı multilineárńıch forem.

Jednotlivé vlastnosti si proto budeme ilustrovat na matićıch 2 × 2, kde můžeme snadno
zkontrolovat, že je determinant definovaný (♣) splňuje:

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

= ad− bc.

9.1 Definice determinantu pomoćı vlastnost́ı

Zkuśıme determinant nadefinovat pomoćı vlastnost́ı, které splňuje. Pro jednoduchost budeme
pracovat nad tělesem reálných č́ısel.1 Determinant det je libovolné zobrazeńı

det : Rn×n → R,

které splňuje následuj́ıćı tři vlastnosti. Tedy determinant přǐrazuje čtvercovým matićım reálná
č́ısla. Formálně máme jednu definici determinantu pro každou velikost čtvercové matice, což
budeme ignorovat. Tři vlastnosti jsou tyto:

(1) Determinant je lineárně závislý na prvńım řádku matice:
∣

∣

∣

∣

a+ a′ b+ b′

c d

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a′ b′

c d

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

γ · a γ · b
c d

∣

∣

∣

∣

= γ ·

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

.

Tedy násobky řádk̊u můžeme z determinantu vytknout a podobně můžeme rozděleńım
řádku rozdělit jeden determinant na součet dvou determinant̊u. Pozor, rozhodně z toho
nevyplývá, že det(A+B) = det(A)+det(B), můžeme aplikovat pouze na jeden řádek naráz.
Této vlastnosti se ř́ıká linearita prvńıho řádku a drobnou úpravou (1) na (1’) dostaneme
slibovanou multilinearitu.

(2) Determinant je alternuj́ıćı; prohozeńı dvou řádk̊u matice změńı znaménko determinantu.
∣

∣

∣

∣

c d
a b

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

.

(3) Determinant jednotkové matice det(In) je roven jedné.

∣

∣

∣

∣

1
1

∣

∣

∣

∣

= 1,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
1

1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1, . . .

Podle vlastnost́ı (1) a (2) je determinant překvapivě určený jednoznačně až na přeškálováńı.
Posledńı vlastnost fixuje hodnotu determinantu nějaké matice.

V př́ıpadě našeho odvozeńı se ukazuj́ı dvě pot́ıže algebraického př́ıstupu. Předně ani nev́ıme,
jestli existuje nějaké funkce splňuj́ıćı vlastnosti (1) až (3) (což v́ıme podle znalosti formule
(♣), kterou však nebudeme cht́ıt použ́ıvat). Také zat́ım nev́ıme, zda je determinant určený
jednoznačně.

1Definici determinantu lze samozřejmě zobecnit i pro ostatńı tělesa. Jediný rozd́ıl je, že nad tělesem charakte-
ristiky dva (např. Z2) se uvažuje mı́sto vlastnosti (2) vlastnost (4).
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9.2 Odvozeńı daľśıch vlastnost́ı

Začneme t́ım, že z vlastnost́ı (1) až (3) odvod́ıme daľśı základńı vlastnosti determinantu.

Úloha 9.1. Dokažte následuj́ıćı vlastnosti (1’) a (4) až (10).

Poznámka. V jejich d̊ukazu nemůžete použ́ıvat nic jiného než vlastnost́ı (1) až (3) a vlastnost́ı již
dokázaných. Pokud se nepodař́ı některou vlastnost dokázat, můžete ji přeskočit a dále použ́ıvat
(č́ımž pochopitelně dostanete méně bod̊u).

(1’) Prvńı řádek neńı v ničem speciálńı, determinant je lineárně závislý na libovolném řádku
matice. Této vlastnosti se ř́ıká multilinearita.

∣

∣

∣

∣

a b
c+ c′ d+ d′

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a b
c′ d′

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

a b
γ · c γ · d

∣

∣

∣

∣

= γ ·

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

.

(4) Pokud má determinant nulový řádek, je roven nule.
∣

∣

∣

∣

0 0
c d

∣

∣

∣

∣

= 0.

(5) Pokud má determinant dva řádky stejné, je roven nule.
∣

∣

∣

∣

a b
a b

∣

∣

∣

∣

= 0.

(6) Přičteńı libovolného násobku jednoho řádku k jinému neměńı determinant.
∣

∣

∣

∣

a+ γ · c b+ γ · d
c d

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

.

(7) Determinant trojúhelńıkové matice T (horńı či dolńı) je roven součinu prvk̊u na hlavńı
diagonále; det(T ) = t1,1 · t2,2 · · · tn,n.

∣

∣

∣

∣

a b
0 d

∣

∣

∣

∣

= ad.

(8) Determinant umožňuje testovat regularitu. Je nenulový právě tehdy, když je matice re-
gulárńı.

Nápověda. Aplikujte Gaussovu eliminaci, která neměńı determinant (nebo alespoň neměńı ne-
nulovost). Jak dopadne, pokud je matice regulárńı? Jaký výsledek dostaneme pro singulárńı
matici?

Poznámka. Z výše uvedených vlastnost́ı již vyplývá jednoznačnost determinantu. Totiž apli-
kováńım Gaussovy eliminace źıskáme, že determinant je (až na znaménko) součin pivot̊u. Pro
daný postup Gaussovy eliminace proto vždy źıskáme stejné č́ıslo a determinant muśı být určený
jednoznačně. Protože však Gaussovu eliminaci můžeme provádět r̊uzným zp̊usobem, neńı jasné,
zda vždy dostaneme stejné č́ıslo, a tedy jestli je determinant v̊ubec dobře zadefinovaný. Mohlo
by se ještě stát, že nebude existovat žádná funkce splňuj́ıćı vlastnosti (1) až (3).

(9) Determinant součinu dvou matic je součin jejich determinant̊u, tedy plat́ı det(AB) =
det(A) det(B).

∣

∣

∣

∣

ae+ bg af + bh
ce+ dg cf + dh

∣

∣

∣

∣

= (ae+ bg)(cf + dh)− (af + bh)(ce+ dg) =

= (ad− bc)(eh− fg) =

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

·

∣

∣

∣

∣

e f
g h

∣

∣

∣

∣

.
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Nápověda. Lze např́ıklad postupovat následuj́ıćım trikem. Př́ıpad, kdy je B singulárńı, vyřeš́ıme
zvlášt’. Pokud je B regulárńı, definujme zobrazeńı d:

d(A) =
det(AB)

det(B)
.

Potřebujeme pouze dokázat, že zobrazeńı d splňuje vlastnosti (1) až (3). Potom z jednoznačnosti
determinantu dostaneme, že d = det (a teoreticky by ani jedna z funkćı nemusela v̊ubec existo-
vat).

Matice Pπ je permutačńı (odvozená od permutace π), pokud má v každém řádku a sloupci
obsahuje právě jednu jedničku a na ostatńıch pozićıch nuly; podrobněji v úloze 2 z prvńı série.

Úloha 9.2. Jak vypadá determinant permutačńı matice Pπ? Zkuste dokázat jak pomoćı vlast-
nost́ı, tak pomoćı definice (♣).

Zbývá ukázat posledńı vlastnost (10) a t́ım bude náš seznam vlastnost́ı úplný.

(10) Determinant matice i jej́ı transpozice je stejný, tedy detA = detAT.

Nápověda. Problém je, že všechny předchoźı vlastnosti determinantu hovoř́ı o řádćıch matice.
Důkaz však lze založit na LDU dekompozici, kterou jsme si ukazovali na cvičeńı. Singulárńı
př́ıpad A vyřeš́ıme zvlášt’. Pro každou regulárńı matici A plat́ı

PA = LDU,

kde P je vhodná permutačńı matice, L je dolńı a U je horńı trojúhelńıková matice s jednotkovou
diagonálou aD je diagonálńı matice obsahuj́ıćı pivoty. Důkaz se provede aplikováńım transpozice
na LDU dekompozici a porovnáńım determinant̊u.

Posledńı vlastnost (10) prakticky zdvojuje seznam vlastnost́ı, které o determinantu známe.
Źıskáváme podobné vlastnosti o sloupečćıch matice: Determinant je lineárně závislý na libo-
volném sloupečku; pokud je libovolný sloupeček nulový nebo jsou dva sloupečky stejné, je de-
terminant nulový; . . .

9.3 Ekvivalence s definićı pomoćı formule (♣)

Zbývá dokázat, že determinant definovaný vlastnostmi (1) až (3) splňuje formuli (♣).

Úloha 9.3. Dokažte, že determinant definovaný (1) až (3) je ekvivalentńı s definićı (♣).

Nápověda. Rozděĺıme výpočet jednoho determinantu na výpočet nn determinant̊u. Podle vlast-
nosti (1) rozděĺıme determinant na n determinant̊u, každý z nich obsahuje pouze jedno č́ıslo z
prvńıho řádku a na zbývaj́ıćıch pozićıch nuly:

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

a 0
c d

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

0 b
c d

∣

∣

∣

∣

.

Stejně tak rozděĺıme i ostatńı řádky, každý na n daľśıch determinant̊u:
∣

∣

∣

∣

a 0
c d

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

0 b
c d

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

a 0
c 0

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a 0
0 d

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

0 b
c 0

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

0 b
0 d

∣

∣

∣

∣

.

Tak źıskáme nn matic (každá obsahuje právě jeden koeficient p̊uvodńı matice v každém řádku),
jejichž determinanty budou triviálńı. Část z nich bude nulových a ty zbývaj́ıćı budou členy sumy
(♣). Např́ıklad pro výše uvedený determinant dostáváme

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

= 0 + ad− bc+ 0 = ad− bc.
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10 Hadamardovy matice daj́ı nejv́ıce! (30 bod̊u)

V této úloze se budeme zabývat speciálńımi čtvercovými maticemi, které se nazývaj́ı Hadamar-
dovy. Maj́ı překvapivě zaj́ımavou kombinatorickou strukturu a použ́ıvaj́ı se např́ıklad v teorii
samoopravných kódu nebo ve statistice. Jeden ze základńıch otevřených problémů je, pro které
velikosti v̊ubec existuj́ı. Ukážeme si konstrukci pro velikosti ve tvaru 2k a také překvapivou
souvislost Hadamardových matic s determinantem.

Definice. Matice H ∈ {−1, 1}n×n se nazývá Hadamardova, pokud plat́ı

HHT = HTH = nIn.

Tedy Hadamardova matice je tvořená ±1 a má ortogonálńı řádky a sloupce.

Např́ıklad Hadamardova matice řádu dva vypadá takto:
(

1 1
1 −1

)

. Nejprve vypozorujme:

Úloha 10.1. Necht’ H je Hadamardova matice n× n. Potom n = 1, 2 nebo je dělitelné čtyřmi.

Nápověda. Nejprve zkuste dokázat dělitelnost dvěma (s výjimkou n = 1). Pokud H je Hada-
mardova matice, můžeme s ńı provádět určité úpravy, které

”
hadamardovost“ zachovávaj́ı.

Základńı hypotéza Hadamardových matic ř́ıká, že Hadamardova matice existuje pro každé
n = 4k. Je známo pouze několik r̊uzných konstrukćı, z nichž dostaneme Hadamardovy matice
pouze pro některé řády.2 Ukážeme si Sylvesterovu konstrukci pro n = 2k. Pokud vymysĺıte či
nastudujete nějakou jinou konstrukci a nauč́ıte mě ji, můžete dostat bonusové body.

Úloha 10.2. Dokažte, že existuje Hadamardova matice Hn velikosti n× n pro každé n = 2k.

Nápověda. Zkuste objevit induktivńı konstrukci, která vytvoř́ı H2n nějakým zp̊usobem z matice
Hn. Také můžete využ́ıt Kronecker̊uv součin matic, který se definuje takto: Necht’ A je matice
m× n a B je matice p× q. Kronecker̊uv součin A⊗B je matice mp× nq tvořená m× n bloky
velikosti p×q tak, že blok na souřadnićıch (i, j) je matice ai,jB. Jestliže A a B jsou Hadamardovy
matice, jak vypadá A⊗B? Př́ıklad součinu A⊗B:

A =

(

1 2 3
4 5 6

)

, B =

(

1
2 −1

)

, potom A⊗B =









1 2 3
2 −1 4 −2 6 −3

4 5 6
8 −4 10 −5 12 −6









.

Na závěr dokažme, že Hadamardovy matice jsou extremálńı matice pro následuj́ıćı větu.
Objevil ji sám Hadamard v roce 1893, č́ımž započal zkoumáńı Hadamardových matic.

Úloha 10.3. Mějme matici A velikosti n× n, že |ai,j | ≤ 1 ve všech pozićıch (i, j). Potom plat́ı
| det(A)| ≤ nn/2 a rovnosti se nabývá právě tehdy, když A je Hadamardova matice.

Nápověda. Využijte toho, že absolutńı hodnota determinantu odpov́ıdá objemu rovnoběžnostěnu
určeného řádky matice. Pokud máme rovnoběžnostěn určený vektory x(1), . . . ,x(n), jaký je jeho
maximálńı objem v závislosti na normách ‖x(1)‖, . . . , ‖x(n)‖? A kdy se tohoto maxima přesně
nabývá?

11 Determinuj́ı determinanty perfektńı párováńı? (25 bod̊u)

V této úloze si ukážeme jednu kombinatorickou aplikaci determinant̊u. Párováńı P je množina
hran, které nesd́ılej́ı koncové vrcholy. Tedy žádný vrchol grafu je incidenčńı s nejvýše jednou
hranou z P . Párováńı je perfektńı, pokud obsahuje n

2 hran, kde n je počet vrchol̊u grafu; tedy

2Otevřené řády do dvou tiśıc jsou 668, 716, 892, 1004, 1132, 1244, 1388, 1436, 1676, 1772, 1916, 1948 a 1964.
Např́ıklad matice řádu 428 byla zkonstruována teprve nedávno, v IPM v Tehránu v roce 2005.
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každý vrchol je spárovaný s nějakým jiným. Pochopitelně ne každý graf obsahuje perfektńı
párovańı. Minimálně muśı být počet vrchol̊u sudý, aby v̊ubec perfektńı párováńı mohlo existovat.
Na obrázku jsou pro graf vlevo vyznačena dvě r̊uzná perfektńı párováńı, pro graf vpravo žádné
perfektńı párováńı neexistuje. (Proč?)

Pro jednoduchost se v této úloze zaměř́ıme na bipartitńı grafy. Mějme bipartitńı graf G s
dvěma partitami U = {u1, . . . , um} a V = {v1, . . . , vn}. Ten lze popsat incidenčńı matici partit
IG velikosti m× n takovou, že

(IG)i,j =

{

1, pokud uivj ∈ E(G),

0, pokud uivj /∈ E(G).

Např́ıklad pro ńıže uvedený graf G dostaneme následuj́ıćı matici IG:

u1

u2

u3

u4

v1

v2

v3

v4

IG =









1 1 1 1
1 1 1

1 1
1









Aby perfektńı párováńı v̊ubec mohlo existovat, muśı platit |U | = |V |, tedy matice IG muśı být
čtvercová. Vaš́ım úkolem je zjistit, jaký je vztah mezi det(IG) a existenćı perfektńıho párováńı.

Úloha 11.1. Dokažte, že pokud det(IG) 6= 0, graf G má nutně perfektńı párováńı.

Úloha 11.2. Rozhodněte a zd̊uvodněte, zda plat́ı i obrácená implikace: Pokud G obsahuje
perfektńı párováńı, potom det(IG) 6= 0. Je nějaký vztah mezi hodnotou determinantu a počtem
r̊uzných perfektńıch párováńı?

Poznámka. Výše uvedený vztah lze zobecnit i na nebipartitńı grafy, i když je to maličko kom-
plikovaněǰśı a souviśı to s počtem cyklických pokryt́ı grafu. Přesný počet perfektńıch párováńı
bipartitńıho grafu je roven permanentu perm(IG), což je

”
determinant bez znaménka“:

perm(A) =
∑

π∈Sn

n
∏

i=1

ai,π(i).

Určit počet perfektńıch párováńı i pro bipartitńı graf (a tedy i výpočet permanentu matic ob-
sahuj́ıćıch pouze nuly a jedničky) je #P-úplný problém, což znamená, že pro to (pravděpodobně)
neexistuje polynomiálńı algoritmus.3 Zat́ımco determinant můžeme spoč́ıtat efektivně, drobná
změna v definici na permanent zp̊usob́ı, že se tato formule efektivně určit nedá.

3Tř́ıda #P obsahuje poč́ıtaćı verze problémů z NP. Např́ıklad problém existence hamiltonovské kružnice patř́ı
do NP a př́ıslušný problém určeńı počtu r̊uzných hamiltonovských kružnic patř́ı do #P. Pochopitelně každý
problém z #P je alespoň tak těžký jako př́ıslušný rozhodovaćı problém v NP. Problém je #P-úplný, pokud je to
nejtěžš́ı problém v #P.
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12 Po stopách matic (25 bod̊u)

Pro čtvercovou matici A definujme jej́ı stopu tr(A) jako součet prvk̊u na diagonále:

tr(A) =

n
∑

i=1

ai,i.

Na přednášce jste si pomoćı charakteristického polynomu dokázali, že stopa tr(A) je rovna součtu
vlastńıch č́ısel A. V této úloze ukážeme alternativńı d̊ukaz spolu s daľśımi vlastnostmi stopy.

Je snadné nahlédnout, že stopa je lineárńı v koeficientech matice, tedy

tr(A+B) = tr(A) + tr(B) a tr(cA) = c · tr(A).

Stopa se nechová v̊uči součinu matic tak pěkně jako determinant, obecně tr(AB) je zcela rozd́ılná
od tr(A)tr(B). Pro stopu však plat́ı následuj́ıćı cyklická vlastnost :

Úloha 12.1. Dokažte pro libovolné matice A ∈ R
m×n a B ∈ R

n×m, že plat́ı

tr(AB) = tr(BA). (1)

Poznamenejme, že také existuje velice hezká formule pro tr(CTD) v řeči Hadamardova mati-
cového součinu ◦, což je součin po složkách. Nyńı už je snadné dokázat, že maticová podobnost
zachovává stopu a že stopa je rovna součtu vlastńıch č́ısel. Tedy stopa je vlastnost́ı lineárńıho
zobrazeńı a nezálež́ı na konkrétńı volbě báze.

Úloha 12.2. Dokažte, že maticová podobnost neměńı stopu, tedy tr(SAS−1) = tr(A).

Úloha 12.3. Necht’ λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla matice A. Dokažte, že

tr(A) = λ1 + · · ·+ λn.

Nakonec si ukážeme alternativńı definici stopy, podobně jako jsme v úloze 8, kdy jsme cha-
rakterizovali determinant pomoćı vlastnost́ı. Překvapivě výše popsané vlastnosti určuj́ı stopu
skoro jednoznačně. Aby byl popis jednoznačný, muśıme zvolit hodnotu stopy pro jednu z matic,
která ji má nenulovou.

Úloha 12.4. Necht’ f : Rn×n → R je lineárńı zobrazeńı, které splňuje vlastnost (1) a pro které
f(I) = n. Dokažte, že potom f = tr.

Nápověda. Stač́ı pochopit chováńı f pro matice E(i,j), které maj́ı všechny koeficienty nulové a
pouze jediný koeficient na pozici (i, j) roven jedné. To jsou vlastně vektory kanonické báze pro
prostor čtvercových matic R

n×n. Stač́ı tedy ukázat, že f(E(i,j)) = tr(E(i,j)).

Existuje pro stopu i nějaká pěkná geometrická motivace? O determinantu jsme si na cvičeńı
řekli, že poč́ıtá transformaci objemu lineárńıho zobrazeńı. Překvapivě stopa souviśı s touto mo-
tivaćı, nebot’ popisuje derivaci determinantu, tedy lokálńı změnu objemu v nějaké sérii transfor-
maćı. Přesněji vztah popisuje Jacobiho formule.

Mějme nějakou sérii matic A(x), kde x ∈ R, a každý z koeficient̊u je nějaká derivovatelná
funkce x. Např́ıklad necht’

R(ϕ) =

(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

.

je série matic 2× 2 reprezentuj́ıćı rotace v rovině. Jacobiho formule ř́ıká, že

d

dx
detA(x) = tr

(

Adj(A) ·
dA

dx

)

,

kde posledńı derivace je po členech a Adj(A) je adjungovaná matice, jej́ıž koeficienty jsou tvořené
determinanty s vyškrtnutým i-tým řádkem a j-tým sloupcem (s př́ıslušným znaménkem).

Snadným výpočtem pro R(ϕ) zjist́ıme, že d
dϕ

detR(ϕ) = 0. To dává smysl, nebot’ všechny

matice rotace jsou ortogonálńı a maj́ı stejný determinant.
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