Kombinatorika a grafy I: prvni pisemka

Vsechny kroky feseni je tfeba peclivé zdivodnit nebo dokazat, mulzete se samoziejmé odkazovat
na tvrzeni z pfednasky ¢i cviceni. Pro feseni nepouzivejte kalkulacky, cibulacky, zapisky, skripta, ucebnice,
Carodéjnice, sousedy ¢i jakékoli dalsi zakazané pomucky, tahdk na vytvotrujici funkce pouzivat miZete.
V ptipadeé jakychkoli nejasnosti se zeptejte cviciciho. Zadani si mtizete nechat, na feSeni mate 60 minut.
Hodné stesti!

Uloha 1. Mgjme Sest sklenicek a sedm druhii fazoli, od kazdého druhu sedm kousk (celkem tedy mame
49 fazoli). Dokazte, Ze at jsou fazole rozmistény jakkoli, vzdy existuje jedna skleni¢ka, ve které najdeme
dva pary fazoli rizného druhu. Par jsou dvé fazole stejného druhu. (4 body)

Uloha 2. Kolika zptisoby lze za sebe uspofadat pismena A, D, H, K, O, R, T, U tak, Ze vyskrtanim
nékterych pismen nelze ziskat zadné ze slov AUTO, RUKA ¢ HOD? Napi. RAKUHTOD je $patné
usporadani, protoze vyskrtnutim R, A, K, U, T dostaneme slovo HOD, popf. vyskrtnutim R, K, H, D

dostaneme slovo AUTO. Naopak slovo DHUKOTAR je spravné slovo. (6 bodi)
Uloha 3.
a) Kolik existuje permutaci éisel 1,2,...,n s pravé jednim pevnym bodem? (4 body)
b) Kolik existuje permutaci ¢isel 1,2,...,n s pravé k pevnymi body? (6 bodi)
Hint: vzpomerite si na funkci Satndrky $(n), zkuste pocet vyjddiit pomoci ni.
Uloha 4.
a) Najdéte vytvorujici funkci pro posloupnost ¢isel (1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,...). (2 body)
b) Najdéte vytvorujici funkei pro posloupnost ¢isel (2,1,4,3,6,5,8,7,10,9,...). (2 body)

c¢) Najdéte uzavienou formuli pro n-ty ¢len posloupnosti uréené vytvorujici funkei m (2 body)
Vyslednou funkci staci napsat jako soucet nékolika funkci, nemusite soucet prevddét na spolecny
jmenovatel.

Uloha 5. Bud A(zx) vytvotujici funkce pro posloupnost &isel a,,.
n

a) Pomoci A(x) vyjadiete vytvofujici funkci pro posloupnost s, = n - Z a;. (5 bodi)
| i=0
b) Pomoci A(z) vyjadiete vytvorujici funkei pro posloupnost ¢, = Zz - a;. (7 bodi)
i=0

Uloha 6. Pred prodejnou listka stoji 2n lidi, jedna polovina z nich ma v penéZence stokorunu, druhé
polovina padesatikorunu. Jeden listek stoji 50 korun a na zacatku v pokladné nemaji ani haléf. Kolika
zpusoby muZeme sefadit lidi pfed prodejnou tak, aby v pokladné méli vZdy penize na vraceni? (7 bodi)

Uloha 7. Bud L,, posloupnost ¢isel definovana nasledujicim zptisobem: (9 bodi)
Lo = 2; L= 1, Ln,+2 = Ln+1 + Ly,.

Odvodte obecny vzorec pro L,. Poznamenjme, Ze posloupnost L,, je zndma jako Lucasova &isla.



