Matematicka analyza — cvi¢eni 6.10.2010

Funkce

Uloha 1. Nakreslete grafy nasledujicich funkci, navic u funkci uréete paritu, periodu, ...:
a) cosz, cos 2z, cos(x + ), cos(2x + ), 2cosx + 1,
2
b) |l —1] =1, [lz =1 =17, ||z = 1> = 1],
c) sin x|, |sinx|,
d) (sklddani funkci — grafy kreslete jenom zhrubal!) sin(x?), (sinz)?, sin1/z, Insinz, Inlnsin z,
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f) sinx - cosx,
g) x+1/x.
Uloha 2. Naleznéte nésledujici funkce:
a) Funkce, kterd zobrazuji interval (0, 1) na interval (
1

00) a na interval (—oo, 00).
b) Funkci, ktera zobrazuje interval (0, c0) na interva 1

0,
(0,1).
Uloha 3. Funkce f je zadéna pfedpisem:
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Uréete definiéni obor Dy, inverzni funkci f~! a obor hodnot Hy.
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Upravy vyrazi

Uloha 4. Vyfeste v oboru realnych ¢isel
a) Vo2 —1> 22+ 1 —6,
b) vz +1— +a —4 =1 (Hint: pouzijte substituci),
c) |lz—2|—3|=5.

Uloha 5. (AG-nerovnost) Pro kladn4 realna é&isla zy, ..., x, plati
WarEn < At I
n

a) Dokazte pro n = 2 a zapamatujte si pro vSechna pfirozend n.
b) Mizete vyzkouset dokdzat pro obecné n.
Hint: Vyuziva se netypickd indukce z n — 2n a n — n — 1. K tomu se bude hodit tvrzeni pro n = 2.

Uloha 6. (Trojahelnikova nerovnost) Bud z,y € R. Dokaite, Ze |z + y| < |=| + |y|.
Specidlné: Pokud € > 0 a z,y € (—¢,¢), tak x + y € (—2¢, 2¢).
Na zamysleni: Jak jetos x -y a %?

Matematicka indukce
Uloha 7. Pokud pro posloupnost (a,)%; plati a, < a,y1, tak pro kazdé m < n plati a,, < a,.

Pozndmka: Toto jsou dvé rozdilné definice rostouci posloupnosti.

Uloha 8. Dokate spravnost téchto souctii:

a) 1+2+4--+n=1in(n+1),

b) 12422+ 4+n?=tn(n+1)2n+1),

c) B+22+- . 4+nd3=(1+2+---+n)2
Uloha 9. Fermatovo n-té ¢&slo je definovano jako F,, = 22" + 1, tedy nékolik prvnich z nich je: Fy = 3,
Fy =5, F, =17, F3 = 257, F;, = 65537, . ... Odvodte pro né nasledujici rekurentni vztah:

n—1
F,—2= H F.
k=0

Uloha 10. Pro n > 4 plati 2" > n?, zkuste to i bez indukce, mozné az pro trochu vétsi n. Hint: vyuzijte
binomickou vétu.

Uloha 11. Podobné, také bez indukce, dokazte: (1 + x)" > 1+ nz (pro z > 0) a (1 + z)" > n* (pro
x > 0, k ptirozené, a pro dostatecné velkd n).



Logika

Tohle byste méli umét, ale netyka se to pfimo analyzy. Pokud mate s takovymi tkoly problémy,
zkuste pfedmét “Matematické dovednosti”.

Uloha 12. Pro libovolné vyroky a, b jsou nasledujici viroky ekvivalentni. P¥ipomeiite si napfed prav-
divostni tabulky logickych spojek — nebo se zeptejte, pokud nevite o¢ jde. Rozmyslete si a dobfe zapa-
matujte, pfi chapani diikaz se vam to bude hodit!

a) a = b,

b) -b = —a,

c) -a Vb,

d) —(a A —b).

Uloha 13. Reknéte bez pouziti “implikace”:
a) Nebude-li pret, nezmoknem.
b) Kdo se bude snazit, dostane zapocet.
c) Kdo ziskd dost bodu z pisemky, dostane zapodet.
d) Kdo nebude nic umét a nebude se snazit, ten nedostane zipocet.

Uloha 14. Znegujte vyroky:
a) Kdyz prsi, nevychazim z domu.
b) Nebude-li prset, nezmoknem.
¢) Zmokneme, pravé kdyz bude prset.
Uloha 15. Zapiste pomoci kvantifikitorii a znegujte:
a) Vsechna pfirozend ¢isla jsou suda.
b) Kazdé prvoéislo je liché.
c) Nékteré pfirozené ¢islo je délitelné vSemi prvodisly.
d) Mezi n a 2n vzdy najdeme néjaké prvodislo.

Cteni vyroku

Uloha 16. Rozhodnéte, zda plati néasledujici viroky, nebo jejich negace:
a) Vo,y €R : 2% +y? >0,

b) VeeRIneEN : z<n,

c)VeeRIneEN : (x>n)A(x<n+1),

d) Ve>030>0VzeR : (s —2/<d=|z—-3|<e).

Uloha 17. Vyhovuje funkce dana predpisem f(x) = sinx nésledujicimu vyroku, nebo jeho negaci?

Ve>03dK >0Vz eR : 2> K = |f(x)| <¢

Uloha 18. Ktery z nésledujicich vyrokii je silngjsi? Rikame, 7e vyrok A je silnéjsi nez vyrok B, pokud
z platnosti A mizeme usoudit, Ze také B plati.

VeeR3IK >0 : |f(x+1)— f(z)] <K, nebo IK >0VzeR : |f(x+1)— f(z)| < K?

Néco zajimavéjsiho na zavér

Necht A a B jsou dvé mnoziny. Rekneme, Ze mnozina A je nejvyse tak velka jako B (A < B), pokud
existuje proste zobrazeni z A do B. Mnoziny A a B jsou stejné velké (A ~ B), pokud mezi nimi existuje
bijekce (tedy je moZné jejich prvky sparovat).

Uloha 19. Porovnejte velikosti nasledujicich mnoZin: P (mnozina vSech prvoéisel), N (pfirozend &isla),
7 (cela ¢isla), Q (racionalni ¢isla), R (redlnd ¢isla), C (komplexni éisla).

Uloha 20. Které z téchto podmnozin roviny je vétsi? Usecka délky jedna, nebo étverec o strané jedna
(véetné vnitinich bodi).

Uloha 21. Dokazte Cantor-Bernsteinovu vétu, ktera iika, ze A ~ B, pravé kdyz A < B a A > B.



