Diskrétni matematika: série 5 — Kombinatorické poéitani

vvvvvv

miizZete je TeSit do konce semestru.

Uloha 1. V americkém senatu je 100 senatort, za kazdy z 50 statii presné dva. Kolika zptisoby je mozné
vybrat ¢tyiclenny vybor tak, aby v ném nebyli z Zadného statu oba senatofi? (1.5 bodu)

Uloha 2. Kolik existuje deseticifernych ¢isel, které obsahuji 4x ¢islici 4, 3x ¢islici 3, 2x é&islici 2 a 1x
¢islici 17 Napiiklad jedno takové Cislo je 4132234344. (2 body)

Uloha 3. Troska linearni algebry:
a) Kolik existuje matic n x n tvofenych prvky {0,1,...,¢ —1}? (1 bod)
* b) Predpokladejme navic, Ze ¢ je prvocislo, tedy existuje koneéné téleso GF(q). Kolik matic n x n nad
GF(q) je singularnich? Matice je regularni, pokud méa vSechny fadky linedrné nezévislé, jinak je
singulérni. (3 body)

Uloha 4. Dokazte, Ze (n!)* déli (kn)! pro kazdé n a k p¥irozené. (2 body)

Uloha 5. R4d permutace 7 je nejmensi k takové, ze 7% = id, kde 7% = momo---o7 (slozeno k permutaci
7). Naleznéte a dokazte souvislost fadu permutace s délkami cykli. (3 body)

Uloha 6. V této uloze budeme poéitat obdélniky v miizce n x n. Na obrazku vlevo je naznacena situace
pro n = 6.
a) Kolik existuje takovych obdélnika? Napiiklad pro n = 2 existuje 9 obdélniku. (2 body)
b) Dokazte, 7ze existuje pfesné 73 obdélnik, které se celé nachazeji v levém hornim rohu r x 7 a dotykaji
se tufné vyznacené oddélujici ¢ary (tedy pravého nebo dolniho okraje Gtverce r x r), viz obrazek
vpravo. (2 body)
c¢) Dokazte rovnost
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ze druhé série pocitanim poétu obdélnikii v m¥iZzce dvéma zpiisoby, jednou podle ¢4sti a), podruhé

podle ¢asti b). (2 body)
d) Kolik existuje ¢tverci v m¥izce n x n. Naptiklad pro n = 2 existuje 5 ¢tverci. (2 body)
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Uloha 7+. Uvazme n bodii na kruznici. Dokazte, ze pokud spojime kazdy s kazdym pifimkou a zadné
tf pfimky se neprotinaji v jednom bodé¢&, rozdé&luji pfimky kruh na 1 + (g) + (Z) ¢asti. Na obrazku je

nakreslena situace pro pét bodu, které déli kruh na 16 casti.

Pozndmka: Tahle Gloha je péknym piikladem, pro¢ neni mozné nic usuzovat z prvnich ¢lenti poslopnosti.
Necht a,, oznacuje pocet ¢asti pro n bodt. Pokud spoditdme pocty ¢asti pro mald n, dostdvame posloup-
nost a; = 1, ax = 2, a3 = 4, ag = 8 a a5 = 16. Mohlo by se zdat, ze vysledek je a, = 2"~ 1. To je vSak
zcela $patné uz pro néasledujici ¢len, nebot ag = 31. (5 bodi)



Uloha 8. V této tiloze budeme poditat trojihelniky v trojihelnikové miizce.

a)

Dokazte, ze pro libovolné r a n prirozené plati nasledujici kombinatoricka identita:
(r) N (r—l—l) N (r+2) I (r—l—n) _ (r—i—n—i—l).
r r r r r+1
(3 body)

Uvazte ¢isla uspofddand do pyramidy o vysce n jako na obrazku vlevo (pro n = 6). Dokazte, Ze
soucet na r-tém fadku je presné (Tgl). Vyjadfete soucet vSech ¢isel v celé pyramidé jako jediné
kombinaéni ¢islo. (2 body)
Spocitejte soucet Cisel v pyramidé jinym zptsobem a dokazte, ze
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UvaZujme trojihelnikovou m¥izku vysky n jako na obrazku vpravo (pro n = 6). Kolik trojihelnika

natocéenych stejné jako trojuhelnik ABC' tato mfizka obsahuje? (2 body)

Vyjadiete pocet trojuhelnik natocenych obracené jako soucet kombina¢nich éisel. (8 body)
A




