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1 Limity podle definice

Jak zńı definice vlastńı / nevlastńı limity? Jak lze formulovat limitu v řeči okoĺı bodu?

Úloha 1. Spočtěte př́ımo podle definice limity
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Úloha 2. Určete limitu limn→∞ an pro posloupnost {an}, kde
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Úloha 3. Spočtěte následuj́ıćı limity (nebo dokažte, že neexistuj́ı):
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2 Tvrzeńı o limitách

Úloha 4. Objevte vztah mezi limn→∞ an a limn→∞ |an|.

a) Pokud posloupnost an obsahuje pouze konečně mnoho kladných / záporných člen̊u?

b) Pokud posloupnost an obsahuje nekonečně mnoho záporných a nekonečně mnoho kladných
člen̊u?

Úloha 5. Dokažte, že plat́ı
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Plat́ı obrácená implikace?

Úloha 6. Pro která q ∈ R existuje limn→∞ qn?

Úloha 7. Dokažte, že plat́ı:

a) Pokud je posloupnost {an} konvergentńı, potom je omezená.

b) Pokud je posloupnost {an} konvergentńı, potom je cauchyovská.

c) Necht’ limn→∞ an = 0 a {bn} je omezená. Potom plat́ı limn→∞ anbn = 0.

d) Pokud limn→∞ a2n = A a limn→∞ a2n+1 = A, potom limn→∞ an = A.

Úloha 8. Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı, př́ıpadně je opravte:

a) limn→∞ an = A ⇐⇒ limn→∞ an+1 = A.

b) limn→∞ an = A ⇐⇒ limn→∞ a2n = A.

c) Necht’ {an} a {bn} jsou konvergentńı posloupnosti, pro které plat́ı:

∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 : an < bn.

Potom limn→∞ an < limn→∞ bn. Plat́ı obrácená implikace?

3 Hromadné body

Pro posloupnost {an} je A hromadný bod, pokud existuje vybraná podposloupnost {an}, která
konverguje k A.

Úloha 9. Plat́ı, že posloupnost je konvergentńı, právě když má přesně jeden hromadný bod?

Úloha 10. Dokažte, že A je hromadný bod {an}, právě když pro každé ε > 0 obsahuje Bε(A)
nekonečně mnoho prvk̊u {an}.

Úloha 11. Sestrojte posloupnost {an}, která má nekonečně mnoho hromadných bod̊u.
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