Matematicka analyza 1 cviceni 14.11.2012

1 Véta o aritmetice limit

Pro nasledujici piiklady se vam bude hodit véta o aritmetice limit (ddle AL). Ta ikd, Ze pro
libovolné dvé posloupnosti a,, a b, plati:

lim (a, +b,) = lim a,+ lim b,, ma-li prava strana smysl.
n—oo n—oo n—oo
lim (a, —b,) = lim a, — lim b,, m&-li prava strana smysl.
n—oo n—o0 n—o0
lim (a, - b,) = lim a,- lim b,, ma-li pravd strana smysl.
n—oo n—o0 n—oo
. (279} limy, o0 Gy, P , .
lim — = ————, mé-li prava strana smysl a lim, .o b, # 0.
n—o0 by, limy, o0 by,

Casto se stane, ze pravd strana nemd smysl—vyjde t¥eba rozdil co — oo, nebo podil i%; v

takovych piipadech AL netikd o hodnoté limity vibec nic! Je potieba vhodnou fintou zadany
vyraz upravit a aplikovat AL az poté.

Uloha 1. Spoététe:

1 1 3 1 1

lim 14—,  lim (4++2) (5—), im 2L

n—00 n n—00 n n4 — 2n n n—oco N + 2
20 +n-—3 . 2n®+6n 205 +3n —2
lim —————, lim —, m ————5——.
n—oo  nd3—1 nsoond —Tn+7 n—oo nd® —3n3 +1

Uloha 2. Nebavi vés pocitat limity podilu dvou polynomi poidd dokola? Pojdme na to vy-
myslet obecnou vétu. Necht P(n) a Q(n) jsou polynomy v proménné n. Jak hodnota limity

lim,, 00 % zavisi na stupnich polynomu a jejich koeficientech?

Uloha 3. Spoctéte:

. 142+ +n . 1+24--+n n . 124224 42
lim — lm [ ——— , .
n—00 n n—00 n-+2 2

Uloha 4. Spoctéte, neni potieba presné vycislovat:

i (2n —3)?Y - (3n +2)%° i (n + 4)190 — (n 4 3)100
n1—>Hc}o (Qn + 1)50 ’ nl_{go (n + 2)100 — nl00

Uloha 5. Spoctéte:
ILm (Vn+1—+/n), ILm vn(Vn+1—+/n), ILm Vn2+n-—n.
Ndpovéda. Pouzijte vzorec A> — B2 = (A — B)(A + B).

Uloha 6. Pro dany polynom P(n) naleznéte co nejlepsi konstanty ¢1,c2 € R a k € N, pro které
plati ¢; - n* < P(n) < cp - n* pro dostateéné velké hodnoty n.

Uloha 7. Dokazte vétu o aritmetice limit, nebo alespon prvni ¢ast. Prestoze jste dukaz vidéli
na prednésce, nejlépe se clovek matematiku naudi tak, ze ji sam vymysli.

Napovéda. Vzpomente si na aritmetiku okoli, kterou jsme pied ¢asem odvozovali na cviceni.
Uloha 8. Predpokladejme, ze plati lim,,_ (1 + %)n = ¢; ostatné to je jedna z moznych definic
écka. Spoctéte:

2

1 3n 1\" 1\" 1\"
lim <1 + ) , lim (1 + 2> , lim (1 — > , lim <1 + ) .
n—o00 n n—o00 n n—o00 n n—o00 n



