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1 Věta o policajtech

Úloha 1. Necht’ (an)
∞

n=1 a (bn)
∞

n=1 jsou dvě posloupnosti. Necht’ nav́ıc plat́ı, že an ≤ bn pro skoro
všechna n ∈ N.1 Pokud limn→∞ bn = b, co to ř́ıká o limn→∞ an? Co ř́ıká věta o policajtech?

Úloha 2. Spočtěte:

lim
n→∞

⌊√n⌋√
n

, lim
n→∞

n

√
a, kde a ≥ 0, lim

n→∞

n

√
n, lim

n→∞

nqn, kde q > 0,

lim
n→∞

an + an−1 + · · ·+ a+ 1

bn + bn−1 + · · ·+ b+ 1
, kde a, b ∈ R, |a|, |b| < 1,

lim
n→∞

n

√

αn + βn + γn, kde α, β, γ > 0.

Úloha 3. Mějme reálná č́ısla α1, . . . , αk a β1, . . . , βk splňuj́ıćı α1 > α2 > · · · > αk > 0 a
β1 > β2 > · · · > βk > 0. Spočtěte

lim
n→∞

αn
1 + αn

2 + · · ·+ αn

k

βn
1 + βn

2 + · · ·+ βn

k

.

2 Odhady faktoriálu

Funkce faktoriál se definuje následuj́ıćım rekurzivńım vztahem:

0! = 1, n! = n · (n− 1)!, tedy n! =
n
∏

i=1

i.

Pokuśıme se srovnat, jak rychle roste n! ve srovnáńı s daľśımi funkcemi.

Úloha 4. Dokažte, že plat́ı n
n

2 ≤ n! ≤ nn.

Výše uvedené odhady nejsou nic extra, ale v mnoha př́ıpadech budou stačit. V př́ıpadě
potřeby lze použ́ıt přesněǰśı odhady

e
(n

e

)n

≤ n! ≤ e

(

n+ 1

e

)n+1

,

které vyplývaj́ı ze vztahu log n! =
∑

n

k=1 log k. Jako perličku poznamenejme, že existuje velice
přesná Stirlingova aproximace

n! ≈
√
2πn

(n

e

)n

= Sn,

pro kterou plat́ı, že limn→∞

n!
Sn

= 1.

Úloha 5. Spočtěte:

lim
n→∞

qn

n!
, lim

n→∞

n!

nn
, lim

n→∞

nn

(3n)!
, lim

n→∞

n!

n3
, lim

n→∞

n

√
n!, lim

n→∞

3n + n5

n6 + n!
.

1Formálně: Existuje n0 ∈ N, že pro každé n > n0 plat́ı an ≤ bn.
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3 Rekurentně zadané limity

Zkuśıme vyřešit limity, pro které neznáme přesně jejich členy, známe pouze rekurentńı vztah,
který z jedné hodnoty an vypoč́ıtá následuj́ıćı hodnotu an+1. Nejprve je potřeba určit, zda limita
existuje; stač́ı třeba dokázat, že posloupnost je monotonńı a omezená (ve správné kombinaci).
Potom označ́ıme neznámou limitu L a dosad́ıme ji do rekurentńıho vztahu za an a an+1. Dosta-
neme rovnici pro L, která nám dává kandidáty na možnou limitu limn→∞ an. Zkuste si rozmyslet,
proč tento postup funguje!

Úloha 6. Nalezněte limity rekurentně zadaných posloupnost́ı {an}∞n=1 až {hn}∞n=1. Nezapomeňte
si rozmyslet, zda limity v̊ubec existuj́ı!

a) a1 = 10 a an+1 = 6− 5

an
,

b) b1 =
√
2 a bn+1 =

√

2 + bn,

c) c1 = t, kde t > 0 a cn+1 =
cn + 2

cn

2
,

d) d1 = 1 a dn+1 =
1

1 + dn
,

e) e1 = t, kde t ∈ [1,∞) a en+1 =
5en − 3

en + 1
,

f) f1 =
√
2 a fn+1 =

√

2− fn,

g) g1 = 0, a gn+1 = gn +
(x− gn)

2

2
, kde 0 ≤ x ≤ 1,

h) h1 = 0.4 a hn+1 = 4hn · (1− hn).
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