
Pokročilá lineárńı algebra 1. série

1 Matice pro výpočet lineárńıch rekurenćı (20 bod̊u)

Na úvod si ve stručnosti popǐsme, jak poč́ıtat Fibonacciho č́ısla pomoćı umocňováńı matic; ve
větš́ıch podrobnostech popsáno na konci kapitoly 3.1 textu Pov́ıdáńı o Lineárńı algebře. Necht’

fn je n-té Fibonacciho č́ıslo, definováno takto:

f0 = 0, f1 = 1, fn+2 = fn+1 + fn.

Uvažme matici A a vynásobme j́ı zprava vektorem obsahuj́ıćı dvě po sobě jdoućı Fibonacciho
č́ısla:

A =

(
1 1
1 0

)

,

(
1 1
1 0

)

·

(
fk+1

fk

)

=

(
fk + fk+1

fk+1

)

=

(
fk+2

fk+1

)

,

tedy násobeńım A se posouváme v posloupnosti Fibonacciho č́ısel o jedna doprava. Proto plat́ı,
že

A ·A · · ·A
︸ ︷︷ ︸

n-krát

·

(
f1
f0

)

= An ·

(
f1
f0

)

=

(
fn+1

fn

)

,

kde prvńı rovnost plat́ı d́ıky asociativitě. Nav́ıc An umı́me spoč́ıtat v čase O(logn).1

Zkuśıme výše uvedený postup zobecnit. Máme nějakou obecnou zadanou lineárńı rekurentńı
posloupnost. Několik prvńıch člen̊u x0 až xk−1 je pevně určeno. Každý daľśı člen je lineárńı
kombinace k předcházej́ıćıch člen̊u, tedy plat́ı

xn+k = αk−1xn+k−1 + αk−2xn+k−2 + · · ·+ α1xn+1 + α0xn

pro pevná č́ısla α0 až αk−1.

Př́ıklad. Posloupnost může mı́t třeba určené prvńı tři členy x0 = 1, x1 = 2, x2 = 3 a daľśı členy
jsou určeny předpisem xn+3 = xn+2 − xn+1 + 3xn. Začátek posloupnosti vypadá takto:

(1, 2, 3, 4, 7, 12, 17, 26, 45, . . .).

Úloha 1.1. Zobecněte postup výpočtu pro obecnou lineárńı rekurenci. Pro zadané k a koe-
ficienty α0, . . . , αk−1 popǐste, jak se matice A zkonstruuje. Pochopitelně také dokážte, že má
požadováné vlastnosti. T́ım pochoṕıte, jak jsme matici A pro Fibonacciho č́ısla źıskali.

Nápověda. Zkuste nejprve uvažovat posloupnosti pro k = 2, tedy posloupnosti, které záviśı
pouze na dvou předcházej́ıćıch členech.

Poznámka. Matice A je zaj́ımavá, i když nechceme zkonstruovat rychlý algoritmus. V létě si
ukážeme, jak z ńı lze vydolovat vzorec pro n-tý člen lineárńı rekurence. K tomu se budou hodit
vlastńı č́ısla matice A. Ta nám umožńı převést matici do Jordanova tvaru, ve kterém bude vzorec
př́ımo vidět.

2 Permutačńı matice (25 bod̊u)

Permutace již známe z diskrétńı matematiky. Permutace π je bijektivńı zobrazeńı π : X →
X, tedy r̊uzným prvk̊um z X přǐrazujeme r̊uzné prvky. Intuitivně je permutace pouze nějaké
přeuspořádáńı prvk̊u v X. Nás budou zaj́ımat permutace množiny X = {1, 2, . . . , n}.

Pro permutaci π je permutačńı matice Pπ čtvercová matice n× n daná předpisem:

(Pπ)ij =

{

1 pro π(i) = j,

0 jinak.

1Využijeme p̊uleńı, nebot’ an =
(

a

n

2

)

2

. Pokud tento algoritmus neznáte, zkuste si rozmyslet detaily.
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Tedy je to nula-jedničková matice, která má v každém řádku přesně jednu jedničku na pozici
(i, π(i)).

Př́ıklad. Ukážeme si dva př́ıklady. Pro n = 5 mějme permutace π a σ dané následuj́ıćım
předpisem (v druhém řádku je zapsáno, kam se č́ısla zobrazuj́ı):

π =

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)

a σ =

(
1 2 3 4 5
3 1 2 5 4

)

.

Tyto permutace maj́ı permutačńı matice Pπ a Pσ (s vynechanými nulami):

Pπ =









1
1

1
1

1









a Pσ =









1
1

1
1

1









.

Pro permutačńı matice vyřešte následuj́ıćı:

Úloha 2.1. Proč se permutačńım matićım ř́ıká permutačńı? Uvažte, co permutačńı matice
provád́ı s matićı A (pochopitelně správné velikosti), pokud ji násob́ı zleva či zprava.

Úloha 2.2. Permutačńı matice stejné velikosti lze násobit. Pro libovolné n-prvkové permutace π
a σ má PπPσ smysl. Ukažte, že součin permutačńıch matic je opět permutačńı matice a objevte,
v jakém je vztahu k permutaćım π a σ.

Úloha 2.3. Permutačńı matice maj́ı plnou hodnost, rank(Pπ) = n. Tedy vždy existuje inverzńı
matice. Zjistěte pro libovolnou permutaci π, jak vypadá inverzńı matice P−1

π .

Úloha 2.4. Ukažte, že pro libovolnou permutačńı matici Pπ existuje mocnina k ≥ 1, že P k
π = In.

Jaká je nejmenš́ı možná hodnota k?

3 Matice Pascalova trojúhelńıku (20 bod̊u)

Část Pascalova trojúhelńıku můžeme zapsat do matice n × n třemi zp̊usoby: Ln je dolńı troj-
úhelńıková matice, Un je horńı trojúhelńıková a Sn má zapsaný Pascal̊uv trojúhelńık po dia-
gonálách. Formálně, pokud č́ıslujeme prvky matice od 0 do n− 1:

(Ln)i,j =

(
i

j

)

, (Un)i,j =

(
j

i

)

, (Sn)i,j =

(
i+ j

i

)

,

kde pochopitelně
(
i
j

)
= 0 pro nesmyslné hodnoty j > i.

Př́ıklad. Např́ıklad pro n = 5 vypadaj́ı matice takto (s vynechanými nulami):

L5 =









1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1









, U5 =









1 1 1 1 1
1 2 3 4

1 3 6
1 4

1









, S5 =









1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 3 6 10 15
1 4 10 20 35
1 5 15 35 70









.

Úloha 3.1. Jak bude vypadat součin L5U5?

Úloha 3.2. Zobecněte źıskaný výsledek a popǐste součin LnUn. Pochopitelně pokud odvod́ıte
obecný vztah, nemuśıte řešit předchoźı úlohu.

Nápověda. Zkuste objevit co nejv́ıc d̊ukaz̊u. Lze si součin rozepsat formálně pomoćı definice
součinu a vzpomenout si na sumy kombinačńıch č́ısel. Daľśı možné řešeńı je provést Gaussovu
eliminaci vzniklé matice LnUn a udělat jej́ı LDU dekompozici. Co budou asi matice L a U? Za
každý r̊uzný d̊ukaz budou daľśı body (r̊uznost posuzuje cvič́ıćı :)).
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