Pokrocila linearni algebra 1. série

1 Matice pro vypocet linearnich rekurenci (20 bodi)

Na uvod si ve strucnosti popisme, jak pocitat Fibonacciho ¢isla pomoci umocnovani matic; ve
vétsich podrobnostech popsano na konci kapitoly 3.1 textu Poviddni o Linedrni algebie. Necht
fn je n-té Fibonacciho ¢islo, definovano takto:
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Uvazme matici A a vynasobme ji zprava vektorem obsahujici dvé po sobé jdouci Fibonacciho

cisla:
A= (1 1> <1 1> . <fk+1> _ <fk +fk+1> _ (fk+2)
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tedy nasobenim A se posouvame v posloupnosti Fibonacciho ¢isel o jedna doprava. Proto plati,
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kde prvni rovnost plati diky asociativité. Navic A” umime spocitat v case O(logn).!

Zkusime vysSe uvedeny postup zobecnit. Mame néjakou obecnou zadanou linearni rekurentni
posloupnost. Nékolik prvnich ¢lenu xg az xr_1 je pevné uréeno. Kazdy dalsi ¢len je linearni
kombinace k predchézejicich ¢lenu, tedy plati

Ttk = Og—1Tn+k—1 + Qp—2Tntk—2 + -+ ¥1Tp41 + 0Ty

pro pevna ¢isla ag az ay_1.

Priklad. Posloupnost muze mit tfeba urc¢ené prvni tii cleny xg = 1, x1 = 2, x5 = 3 a dalsi ¢leny
jsou urceny predpisem Zp3 = Tpi2 — Tni1 + 3x,. Zacatek posloupnosti vypada takto:

(1,2,3,4,7,12,17,26,45, ...).

Uloha 1.1. Zobecnéte postup vypoctu pro obecnou linearni rekurenci. Pro zadané k a koe-
ficienty «q,...,ar_1 popiste, jak se matice A zkonstruuje. Pochopitelné také dokazte, ze ma
pozadované vlastnosti. Tim pochopite, jak jsme matici A pro Fibonacciho ¢isla ziskali.

Ndpovéda. Zkuste nejprve uvazovat posloupnosti pro k& = 2, tedy posloupnosti, které zavisi
pouze na dvou piredchéazejicich ¢lenech.

Poznamka. Matice A je zajimavéd, i kdyz nechceme zkonstruovat rychly algoritmus. V 1été si
ukazeme, jak z ni lze vydolovat vzorec pro n-ty ¢len linearni rekurence. K tomu se budou hodit
vlastni éisla matice A. Ta ndm umozni pfevést matici do Jordanova tvaru, ve kterém bude vzorec
piimo vidét.

2 Permutaéni matice (25 bodu)

Permutace jiz zndame z diskrétni matematiky. Permutace 7 je bijektivni zobrazeni 7w : X —
X, tedy riznym prvkum z X prifazujeme ruzné prvky. Intuitivné je permutace pouze néjaké
preusporadéni prvka v X. Nds budou zajimat permutace mnoziny X = {1,2,...,n}.

Pro permutaci 7 je permutacni matice P, ¢tvercova matice n X n dand predpisem:

1 pro w(i) = j,
(Pr)ij = .
0 jinak.
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"VWyuzijeme pileni, nebot a™ = (cﬁ) . Pokud tento algoritmus neznéte, zkuste si rozmyslet detaily.
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Tedy je to nula-jednickova matice, kterda ma v kazdém fadku presné jednu jednicku na pozici
(i,7(i)).

Priklad. Ukazeme si dva piiklady. Pro n = 5 méjme permutace m a o dané nasledujicim
predpisem (v druhém fadku je zapsano, kam se ¢isla zobrazuji):
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Tyto permutace maji permutacni matice Py a P, (s vynechanymi nulami):

Pro permutacni matice vyfeste nasledujici:

Uloha 2.1. Pro¢ se permuta¢nim maticim fikd permutac¢ni? Uvazte, co permutaéni matice
provadi s matici A (pochopitelné spravné velikosti), pokud ji ndsobi zleva ¢i zprava.

Uloha 2.2. Permutaéni matice stejné velikosti 1ze nasobit. Pro libovolné n-prvkové permutace 7
a o ma PP, smysl. Ukazte, ze sou¢in permuta¢nich matic je opét permutaéni matice a objevte,
v jakém je vztahu k permutacim 7 a o.

Uloha 2.3. Permutaén{ matice maji plnou hodnost, rank(Py) = n. Tedy vzdy existuje inverzni
matice. Zjistéte pro libovolnou permutaci , jak vypadd inverzni matice P, 1.

Uloha 2.4. Ukaite, 7ze pro libovolnou permutaéni matici P, existuje mocnina k > 1, ze PF = I,,.
Jaka je nejmensi mozna hodnota k7?7

3 Matice Pascalova trojihelniku (20 bodt)

Cést Pascalova trojihelniku muzeme zapsat do matice n x n tiemi zpusoby: L, je dolni troj-
thelnikova matice, U, je horni trojihelnikova a S, méa zapsany Pascaluv trojihelnik po dia-
gondlach. Formalné, pokud ¢islujeme prvky matice od 0 do n — 1:

(Ln)ij = (;) (Un)ij = <Z> (Sn)ij = <Z JZF‘7>

;) = 0 pro nesmyslné hodnoty j > 1.

Priklad. Napiiklad pro n = 5 vypadaji matice takto (s vynechanymi nulami):

kde pochopitelné (

1 11111 11 1 1 1
11 12 3 4 12 3 4 5
Ls=|1 2 1 . Us= 1 36|, S=[13 6 10 15
1331 1 4 1 4 10 20 35
146 41 1 1 5 15 35 70

Uloha 3.1. Jak bude vypadat sou¢in LsUs?

Uloha 3.2. Zobecnéte ziskany vysledek a popiste sou¢in L, U,,. Pochopitelné pokud odvodite
obecny vztah, nemusite fesit predchozi ilohu.

Ndpovéda. Zkuste objevit co nejvic dukazu. Lze si soucin rozepsat formalné pomoci definice
sou¢inu a vzpomenout si na sumy kombinaénich ¢isel. Dal§i mozné feSeni je provést Gaussovu
eliminaci vzniklé matice L,U, a udélat jeji LDU dekompozici. Co budou asi matice L a U? Za
kazdy ruzny dukaz budou dalsi body (ruznost posuzuje cvicici :)).



