Pokrocila linearni algebra 3. série

6 Konecna télesa existuji jen pro mocniny prvocisla (40 bodi)

V této tloze si ukazeme ¢ést z dukazu néasledujici algebraické véty.
Véta. Konecéné téleso F rddu 7 existuje, prdvé kdyz i je mocnina prvocisla p*.

Dokonce plati, ze konecné téleso daného Fadu je urceno jednozna¢né (az na prejmenovani
prvki, kterému se odborné ika isomorfismus). Tato véta tedy opodstatiiuje oznaceni GF(p*),
nebot téleso Fadu p* je jednoznacéné urcéené. V ditkazu ukizeme, ze kazdé takové téleso je vysoce
symetricky objekt, ktery v sobé skryva vektorovy prostor. To je pomérné prekvapivé, nebot v
definici télesa se vektorové prostory vibec nevyskytuji a naopak ty se definuji pomoci téles.

Co o télesech uz zname ...

V samotném dukazu muzeme pouzit pouze azxiomy télesa a jejich dusledky! Pfipomenme si, co
fikaji axiomy télesa:

e Téleso je struktura s dvéma operacemi — s¢itdnim a nasobenim.

e Téleso obsahuje dva specidlni prvky, neutrdlni prvek na s¢itdni (budeme znacit 0) a ne-
utrdlni prvek na nésobeni (zna¢ime 1).

e 7 hlediska sc¢itani se téleso chové jako grupa — mame inverzni prvky a neutralni prvek.

e 7 hlediska nasobeni se téleso bez 0 chova jako grupa — opét mame inverze a neutralni
prvek.

e Navic operace sc¢itani a nasobeni jsou dohromady svazané distributivitou.

Z axiomu lze odvodit i dalsi vlastnosti téles, nékteré jsme jiz vidéli.

e Neutralni prvky 0 a 1 a inverze pro obé operace jsou uréeny jednoznacné. Ostatné to plati
obecné i v grupéch.

Libovolny nasobek 0 je zase nula: a - 0 = 0.
Pokud a +b = a+ ¢, potom b = c.
Podobné pro nésobeni a a # 0, pokud a - b= a - ¢, potom b = c.

Neexistuji dvé nenulova ¢isla a a b, ze a - b= 0.

Z, je podtéleso F

Na rozjezd vyrtesime télesa s prvociselnou velikosti. Uvazujme strukturu Zj tvorenou ¢isly
0,...,k — 1 a operacemi s¢itani a ndsobeni definovanymi jako zbytek po celo¢iselném scitani
a nasobeni.

Priklad. Napiiklad pro Z4 a prvky a = 2 a b = 3 dostaneme, 7e a +b =1 a a-b = 2, nebot
presné takové zbytky maji ¢isla 5 a 6 po déleni 4.

Uloha 6.1. Dokaite, ze 7y, je téleso, prave kdyz p je prvocislo.

Napovéda. Pokud p neni prvocislo, neni tézké nalézt dvojici, kterda porusuje posledni vlastnost.
Pro prvocisla to se s¢itanim bude docela jednoduché. Je vSak treba pro kazdy prvek a ukazat,
ze nasobeni timto prvkem je prosté, tedy ze neexistuje dvé rozdilnd ¢isla b a ¢, aby a-b=a - c.

Charakteristika télesa je nejmensi prirozené ¢islo k takové, ze soucet k jednicek 1+14---+1 =
0, pfipadné 0, pokud takové k neexistuje (tfeba redlna ¢isla).

Uloha 6.2. Dokazte, ze pro kazdé konecné téleso F je jeho charakteristika néjaké prvocislo p.

Ndpovéda. Ukazte nejprve, ze charakteristika je nenulova. Poté zkuste dokazovat sporem. Kdyby
charakteristika nebyla prvociselna, co by bylo Spatné?



Ozna¢me soucet k jednicek pomoci k. V télese
tedy mame prvky 0,...,p — 1. O dalsich prvcich
zatim nic nevime. Zp

Uloha 6.3. Ukaite, ze prvky 0O,...,p — 1 tvoii
podtéleso totozné Z,. F

Coze? Téleso je vektorovy prostor?

Nyni vyuzijeme ziskané znalosti o télesech a dokon¢ime dukaz prekvapivym tiskokem, vSak po-
sud’te sami.

Uloha 6.4. Dokazte, ze kazdé konecné téleso F charakteristiky p je vektorovy prostor V nad
télesem Z,. Operace V definujeme takto: sc¢itani vektort odpovida scitdni v télese a skaldrni
nasobeni nasobenim v télese (protoze Z, je podtéleso F, lze to takto definovat).

Ndpovéda. K tomu potiebujeme dokazat, ze vznikla struktura spliuje vSechny axiomy vekto-
rového prostoru. Neplyne to snadno z toho, ze F je téleso?

Vime, Ze vektorové prostory tvoii silné pieduréenou strukturu, pojdme toho tedy vyuzit.
Vektorovy prostor V ma totiz konecnou dimenzi k. Podle Steinitzovy véty vime, ze existuje
néjakd baze by, ..., bg. Sice vibec netusime, jak vypadd, ale to nebudeme potiebovat — staci
vedét, ze existuje.

Bude se hodit jesté jedno obecné tvrzeni o bazich a linearnich kombinacich.

Uloha 6.5. Dokaite, ze pokud by, . .., by, je baze vektorového prostoru, potom jejf rizné linearn{
kombinace definuji ruzné vektory. Tedy dokazte, ze Zle a;b; = Zle a;b; implikuje, ze o; = @;.

Dokonceni dukazu

A na zavér slozme oba poznatky dohromady.

Uloha 6.6. Dokazte, ze kazdé koneéné téleso F mé pF prvki.

Ndpovéda. Kolik rozdilnych linedrnich kombinaci vektori z by, ..., by existuje?

Tim jsme ukéazali neexistenci koneéného télesa velikosti, kterd neni mocnina prvocisla. Také
vam piijde trik hezky? Pokud jste se dostali az sem (a piipadné vSechna tvrzeni po cesté
dokdzali), mate muj obdiv (a zaslouzite si své body :)).

7 Svédci a svétci (10 bodu)

Predstavme si, ze po nas nékdo chce vytesit soustavu Ax = b. To neni nijak tézké, ze? Ale
co s tim, kdyz takové feSeni neexistuje? Na cvicenich jsme ukazali, jak za pomoci metody
nejmensich ¢tvercu soustavu co nejméné pozmeénit, aby feSeni existovalo. To je vhodné jen pro
nékteré aplikace a pro jiné by se vice hodilo mit svédka (neboli certifikat), pomoci kterého snadno
dokazeme, ze feSeni neexistuje. Certifikaty hraji dulezitou roli v teorii slozitosti.

Zkusime si vyrobit jeden takovy certifikat pro to, ze Ax = b neméd FeSeni. Staci k tomu
nalézt vektor y spravnych vlastnosti.

Uloha 7.1. Soustava Ax = b nem4 feseni, praveé kdyz existuje y, ze ATy =0ay'b = —1.
Ndpovéda. Zamyslete se nad tim, co uloha k4 v fe¢i fundamentalnich prostoru A. Rozmyslete

si také, ze bude platit i tvrzeni, kde bychom nahradili —1 libovolnou jinou nenulovou konstantou.

Poznamka. V praxi se pouzivaji jesté o néco silnéjsi tvrzeni, tzv. Farkasova lemmata. Jsou to
oddélovaci lemmata pro systémy napifklad Ax < b nebo dokonce maxy{c'x : Ax = b}.



