
Diskrétńı matematika – úlohy na zápočet

1 Matice pro výpočet lineárńıch rekurenćı (20 bod̊u)

Na úvod si ve stručnosti popǐsme, jak poč́ıtat Fibonacciho č́ısla pomoćı umocňováńı matic; ve
větš́ıch podrobnostech popsáno na konci kapitoly 3.1 textu Pov́ıdáńı o Lineárńı algebře. Necht’

fn je n-té Fibonacciho č́ıslo, definováno takto:

f0 = 0, f1 = 1, fn+2 = fn+1 + fn.

Uvažme matici A a vynásobme j́ı zprava vektorem obsahuj́ıćı dvě po sobě jdoućı Fibonacciho
č́ısla:

A =

(
1 1
1 0

)

,

(
1 1
1 0

)

·
(
fk+1

fk

)

=

(
fk + fk+1

fk+1

)

=

(
fk+2

fk+1

)

,

tedy násobeńım A se posouváme v posloupnosti Fibonacciho č́ısel o jedna doprava. Proto plat́ı,
že

A ·A · · ·A
︸ ︷︷ ︸

n-krát

·
(
f1
f0

)

= An ·
(
f1
f0

)

=

(
fn+1

fn

)

,

kde prvńı rovnost plat́ı d́ıky asociativitě. Nav́ıc An umı́me spoč́ıtat v čase O(logn).1

Zkuśıme výše uvedený postup zobecnit. Máme nějakou obecnou zadanou lineárńı rekurentńı
posloupnost. Prvńı členy x0 až xk−1 jsou předepsány. Každý daľśı člen je lineárńı kombinace k
předcházej́ıćıch člen̊u, tedy plat́ı

xn+k = ck−1xn+k−1 + ck−2xn+k−2 + · · ·+ c1xn+1 + c0xn

pro pevné koeficienty c0 až ck−1.

Př́ıklad. Posloupnost může mı́t třeba určené prvńı tři členy x0 = 1, x1 = 2, x2 = 3 a daľśı členy
jsou určeny předpisem xn+3 = xn+2 − xn+1 + 3xn. Začátek posloupnosti vypadá takto:

(1, 2, 3, 4, 7, 12, 17, 26, 45, . . .).

Úloha 1.1. Zobecněte postup výpočtu pro obecnou lineárńı rekurenci. Pro zadané k a koe-
ficienty c0, . . . , ck−1 popǐste, jak se matice A zkonstruuje. Pochopitelně také dokážte, že má
požadováné vlastnosti. T́ım pochoṕıte, jak jsme matici A pro Fibonacciho č́ısla źıskali.

Nápověda. Zkuste nejprve uvažovat posloupnosti pro k = 2, tedy posloupnosti, které záviśı
pouze na dvou předcházej́ıćıch členech.

Poznámka. Matice A je zaj́ımavá, i když nechceme zkonstruovat rychlý algoritmus, nebot’ z ńı
lze vydolovat vzorec pro n-tý člen lineárńı rekurence. K tomu se budou hodit vlastńı č́ısla matice
A. Ta nám umožńı převést matici do Jordanova tvaru, ve kterém bude vzorec př́ımo vidět; viz
úloha 4.

2 Permutačńı matice (25 bod̊u)

Permutace již známe z diskrétńı matematiky. Permutace π je bijektivńı zobrazeńı π : X →
X, tedy r̊uzným prvk̊um z X přǐrazujeme r̊uzné prvky. Intuitivně je permutace pouze nějaké
přeuspořádáńı prvk̊u v X. Nás budou zaj́ımat permutace množiny X = {1, 2, . . . , n}.

Pro permutaci π je permutačńı matice Pπ čtvercová matice n× n daná předpisem:

(Pπ)ij =

{

1 pro π(i) = j,

0 jinak.

1Využijeme p̊uleńı, nebot’ an =
(

a

n

2

)

2

. Pokud tento algoritmus neznáte, zkuste si rozmyslet detaily.
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Tedy je to nula-jedničková matice, která má v každém řádku přesně jednu jedničku na pozici
(i, π(i)).

Př́ıklad. Ukážeme si dva př́ıklady. Pro n = 5 mějme permutace π a σ dané následuj́ıćım
předpisem (v druhém řádku je zapsáno, kam se č́ısla zobrazuj́ı):

π =

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)

a σ =

(
1 2 3 4 5
3 1 2 5 4

)

.

Tyto permutace maj́ı permutačńı matice Pπ a Pσ (s vynechanými nulami):

Pπ =









1
1

1
1

1









a Pσ =









1
1

1
1

1









.

Pro permutačńı matice vyřešte následuj́ıćı:

Úloha 2.1. Proč se permutačńım matićım ř́ıká permutačńı? Uvažte, co permutačńı matice
provád́ı s matićı A (pochopitelně správné velikosti), pokud ji násob́ı zleva či zprava.

Úloha 2.2. Permutačńı matice stejné velikosti lze násobit. Pro libovolné n-prvkové permutace π
a σ má PπPσ smysl. Ukažte, že součin permutačńıch matic je opět permutačńı matice a objevte,
v jakém je vztahu k permutaćım π a σ.

Úloha 2.3. Permutačńı matice maj́ı plnou hodnost, rankPπ = n. Tedy vždy existuje inverzńı
matice. Zjistěte pro libovolnou permutaci π, jak vypadá inverzńı matice P−1

π .

Úloha 2.4. Ukažte, že pro libovolnou permutačńı matici Pπ existuje mocnina k ≥ 1, že P k
π = In.

Jaká je nejmenš́ı možná hodnota k?

3 Matice Pascalova trojúhelńıku (20 bod̊u)

Část Pascalova trojúhelńıku můžeme zapsat do matice n × n třemi zp̊usoby: Ln je dolńı troj-
úhelńıková matice, Un je horńı trojúhelńıková a Sn má zapsaný Pascal̊uv trojúhelńık po dia-
gonálách. Formálně, pokud č́ıslujeme prvky matice od 0 do n− 1:

(Ln)i,j =

(
i

j

)

, (Un)i,j =

(
j

i

)

, (Sn)i,j =

(
i+ j

i

)

,

kde pochopitelně
(
i
j

)
= 0 pro nesmyslné hodnoty j > i.

Př́ıklad. Např́ıklad pro n = 5 vypadaj́ı matice takto (s vynechanými nulami):

L5 =









1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1









, U5 =









1 1 1 1 1
1 2 3 4

1 3 6
1 4

1









, S5 =









1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 3 6 10 15
1 4 10 20 35
1 5 15 35 70









.

Úloha 3.1. Jak bude vypadat součin L5U5?

Úloha 3.2. Zobecněte źıskaný výsledek a popǐste součin LnUn. Pochopitelně pokud odvod́ıte
obecný vztah, nemuśıte řešit předchoźı úlohu.

Nápověda. Zkuste objevit co nejv́ıc d̊ukaz̊u. Lze si součin rozepsat formálně pomoćı definice
součinu a vzpomenout si na sumy kombinačńıch č́ısel. Daľśı možné řešeńı je provést Gaussovu
eliminaci vzniklé matice LnUn a udělat jej́ı LDU dekompozici. Co budou asi matice L a U? Za
každý r̊uzný d̊ukaz budou daľśı body (r̊uznost posuzuje cvič́ıćı :)).
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4 Mocniny Jordanovy matice (20 bod̊u)

Jordanova matice je bloková diagonálńı matice složená z čtvercových blok̊u umı́stěných podél
diagonály, které se nazývaj́ı Jordanovy buňky. Jordanova buňka Jλ je matice, která má na dia-
gonále hodnotu λ, nad diagonálou proužek jedniček a zbytek matice je nulový, př́ıklad Jordanovy
buňky 5× 5 je na obrázku vlevo. Jordanova matice je složena z blok̊u umı́stěných na diagonálu,
a každý blok je jedna Jordanova buňka. Př́ıklad Jordanovy matice je na obrázku vpravo.

Jλ =









λ 1
λ 1

λ 1
λ 1

λ









J =

Jλ1

Jλ2

Jλ3

Jλ4

Jordanova věta je jeden z fundamentálńıch výsledk̊u lineárńı algebry a ř́ıká následuj́ıćı:

Věta (Jordanova normálńı forma). Pro každou čtvercovou matici A existuje regulárńı matice S
a Jordanova matice J , že

A = SJS−1.

Např́ıklad pro matici A pro výpočet Fibonacciho č́ısel z prvńıho úkolu (či konce kapitoly 3.1
textu Pov́ıdáńı o lineárńı algebře) dostáváme následuj́ıćı na prvńı pohled odpudivou Jordanovu
normálńı formu:

A =

(
1 1
1 0

)

=





1−
√
5

2

1 +
√
5

2

1 1










1 +
√
5

2
1−

√
5

2













− 1√
5

√
5 + 1

2
√
5

1√
5

√
5− 1

2
√
5








= SJS−1.

Je velice užitečné umět pro matici A spoč́ıtat jej́ı k-tou mocninu Ak, s t́ım jsme se už setkali
v prvńım úkolu pro výše uvedenou A. Přesně v takové situaci se hod́ı Jordanova věta, která
umožňuje Ak přesně určit. Plat́ı totiž:

Ak = SJS−1SJS1− · · ·SJS−1 = SJkS−1.

Tedy v př́ıpadě k-té mocniny stač́ı umocňovat pouze Jordanovu matici. Např́ıklad můžete zkusit
z výše uvedeného rozkladu vyvodit vzorec pro k-té Fibonacciho č́ıslo

fk =
1√
5

(

1 +
√
5

2

)k

− 1√
5

(

1−
√
5

2

)k

.

Ćılem této úlohy je zjistit, jak vypadá k-tá mocnina Jordanovy matice. To lze samozřejmě
spoč́ıtat př́ımo z definice maticového násobeńı, i když postup je to trochu pracný. Ukážeme si tri-
kový výpočet založený na binomické větě. Pro začátek jedna ze základńıch vlastnost́ı blokových
diagonálńıch matic:

Úloha 4.1. Předpokládejme, že umı́me umocňovat Jordanovy buňky, tedy známe Jk
λ . Určete

Jk v závislosti na Jk
λ .
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4.1 Binomická věta

Binomická věta z kombinatoriky je následuj́ıćı identita, která plat́ı pro všechna reálná č́ısla a a
b a přirozená č́ısla k:

(a+ b)k =

(
n

0

)

a0bn +

(
n

1

)

a1bn−1 +

(
n

2

)

a2bn−2 + · · ·+
(

n

n− 1

)

an−1b1 +

(
n

n

)

anb0.

Přesně v této podobě však binomická věta pro matice fungovat nemůže, totiž např́ıklad:

(A+B)(A+B) = A(A+B) +B(A+B) = A2 +AB +BA+B2.

Protože součin matic obecně nekomutuje, neplat́ı obecně rovnost (A + B)2 = A2 + 2AB + B2.
Pokud se však AB = BA, binomická věta plat́ı. Speciálně jsme ukázali na cvičeńıch, že αIn
komutuje s libovolnou matićı A.

Úloha 4.2. Čemu se rovná (A+ αIn)
k?

4.2 Mocnina Jordanovy buňky

Zbývá vyřešit, jak vypadá k-tá mocnina Jordanovy buňky Jk
λ . To uděláme ve dvou kroćıch:

Úloha 4.3. Jak vypadá k-tá mocnina Jk
0 ?

Nápověda. Tady stač́ı postupovat z definice násobeńı, ale výsledek vyjde velice hezky.

Úloha 4.4. Jak vypadá k-tá mocnina Jk
λ?

Nápověda. Využijte binomickou větu.

5 Matice s vzorem šachovnice (25 bod̊u)

Na cvičeńı jsme dokázali, že tř́ıdy U horńıch trojúhelńıkových matic, L dolńıch trojúhelńıkových
matic a D diagonálńıch matic jsou uzavřené na sč́ıtáńı, násobeńı a inverze (pochopitelně pouze
pokud inverze existuj́ı). Tedy např́ıklad pro A,B ∈ U plat́ı A + B ∈ U , AB ∈ U a A−1 ∈ U ,
pokud operace dávaj́ı smysl.

V této úloze chceme zjistit, jestli něco podobného plat́ı pro dvě tř́ıdy matic Šℓ a Šs se
šachovnicovým vzorem. Nejprve definujme tyto tř́ıdy. Čtvercová matice A patř́ı do Šℓ, právě
když (A)i,j = 0, kdykoliv i + j je liché. Podobně čtvercová matice B patř́ı do Šs, právě když
(B)i,j = 0, kdykoliv i+ j je sudé. Na ostatńı poĺıčka matic neklademe žádné předpoklady, tedy
např́ıklad nulová matice patř́ı do obou tř́ıd.

Př́ıklad. Několik př́ıklad̊u těchto matic (s vynechanými nulami mimo šachovnicový vzor):

(
1

2

)

,





0 1
5

0 2



 ,







1 0
3 17

0 1
2

1 0







︸ ︷︷ ︸

∈ Šℓ

a

(
1

2

)

,





1
3 2

0



 ,







4 0
4 2

2 7
0 7







︸ ︷︷ ︸

∈ Šs

.

Úloha 5.1. Rozhodněte, zda jsou tř́ıdy Šℓ a Šs uzavřené na součet.

Úloha 5.2. Rozhodněte, zda jsou tř́ıdy Šℓ a Šs uzavřené na součin? Jsou součiny matic z těchto
tř́ıd v nějakém daľśım vztahu; třeba pro AB, pokud A ∈ Šℓ a B ∈ Šs?

Úloha 5.3. Rozhodněte, zda jsou tř́ıdy Šℓ a Šs uzavřené na inverze (opět s předpokladem, že
pro A inverzńı matice A−1 existuje)? Lze pro některé rozměry s jistotou ř́ıct, že matice neńı
invertovatelná?

Nápověda. Inverze se poč́ıtá pomoćı Gaussovy eliminace, která převede tvar (A | In) na tvar
(In | A−1). Nelze nějak vhodně využ́ıt vlastnost́ı šachovnicového vzoru?
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6 Dedekindovy řezy (30 bod̊u)

V této úloze se pokuśıme seznámit s Dedekindovými řezy, pomoćı nichž zavedeme reálná č́ısla.
Tuto konstrukci vymyslel a publikoval Dedekind v roce 1872. Poznamenejme, že ve stejném roce
Cantor publikoval alternativńı zavedeńı reálných č́ısel jako limit Cauchyovských posloupnost́ı.

Samotnou konstrukci neprovedeme do nejmenš́ıch detail̊u, ostatně to by formálně zabralo
několik stránek. Naš́ım ćılem bude poznat, jak tyto řezy funguj́ı a proč maj́ı vlastnosti, které po
reálných č́ısel požadujeme. Tou nejkĺıčověǰśı vlastnost́ı bude existence suprema každé neprázdné
shora omezené množiny.

Na začátku máme uspořádané těleso racionálńıch č́ısel Q, které splňuje následuj́ıćı vlastnosti:
Sč́ıtáńı a násobeńı je komutativńı, asociativńı, existuj́ı inverzńı prvky a operace jsou svázané
distributivitou, nav́ıc máme definované lineárńı uspořádáńı (tedy tranzitivńı antisymetrickou
relaci). Budeme cht́ıt toto těleso rozš́ı̌rit, tedy vytvořit těleso reálných č́ısel R rozšǐruj́ıćı Q,
které bude splňovat velice silný axiom o supremu. Daľśı veled̊uležitou vlastnost́ı racionálńıch
č́ısel, kterou budeme potřebovat, je, že jsou husté, tedy že mezi každými dvěma racionálńımi
č́ısly je jedno daľśı. Formálně: Pokud a, b ∈ Q a a < b, potom existuje c ∈ Q, že a < c < b.

6.1 Definice řezu

Budeme cht́ıt využ́ıt faktu, že reálných č́ısel je přesně tolik, kolik je podmnožin racionálńıch č́ısel.
Tedy reálná č́ısla budeme reprezentovat jako podmnožiny racionálńıch č́ısel. Ovšem ne ledajaké
podmnožiny, budeme uvažovat pouze podmnožiny, které jsou řezy.

Řez α je podmnožina Q, která splňuje tři podmı́nky:

1. α je neprázdná a rozd́ılná od celého Q,

2. pokud p ∈ α, q ∈ Q a q < p, potom i q ∈ α,

3. pokud p ∈ α, potom existuje r, že p < r a r ∈ α.

Prvńı podmı́nka ř́ıká, že řez je netriviálńı podmnožina. Druhá ř́ıká, že řez obsahuje s každým
reálným č́ıslem i všechna menš́ı. Třet́ı naopak ř́ıká, že řez neobsahuje největš́ı racionálńı č́ıslo.

V daľśım textu budeme řeckými ṕısmeny α, β, γ, . . . označovat řezy a normálńımi ṕısmeny
racionálńı č́ısla.

Úloha 6.1. Pro lepš́ı seznámeńı s řezy dokažte:

1. Pokud p ∈ α a q /∈ α, potom p < q,

2. Pokud r /∈ α a r < s, potom i s /∈ α.

Pan Dedekind nebyl cukrář, a tedy řezy se nejmenuj́ı řezy podle cukrárny. Tento název
dostaly, nebot’ odpov́ıdaj́ı rozř́ıznut́ı reálné osy na dvě části. Reálné č́ıslo r je reprezentováno
tak, že vezmeme reálnou osu a rozř́ızneme ji v bodě r na dvě části. Řez reprezentuj́ıćı r jsou
potom všechna racionálńı č́ısla menš́ı než r. Např́ıklad řez, který bude reprezentovat

√
2 bude

množina všech racionálńıch č́ısel q menš́ıch než
√
2 (tedy to jsou bud’ č́ısla záporná nebo ty, že

q2 < 2). Tento řez je naznačen tučně na obrázku.

0
√
2

Abychom pomoćı řez̊u vytvořili uspořádané těleso reálných č́ısel, budeme muset udělat čtyři
věci:

1. Zadefinovat na řezech uspořádáńı,

2. zadefinovat operaci sč́ıtáńı,

3. zadefinovat operaci násobeńı a

4. ukázat, že v sobě obsahuj́ı racionálńı č́ısla jako podtěleso.
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Pokud bychom chtěli definici ověřit do všech detail̊u, museli bychom ukázat, že splňuje všechny
axiomy uspořádaného tělesa. Takový d̊ukaz by byl moc pracný, a proto ověř́ıme jenom některé
axiomy. I tak źıskáme dobrý náhled do toho, jak řezy funguj́ı, d́ıky čemuž by dokázáńı ostatńıch
vlastnost́ı už nebylo obt́ıžné.

6.2 Uspořádáńı na řezech

Na řezech nadefinujeme uspořádáńı zcela přirozeně. Řezy uspořádáme inkluźı, tedy α ≺ β,
pokud α ( β.

0 a b≺
Úloha 6.2. Dokažte, že pro každé dva řezy nastane právě jedna z možnost́ı α ≺ β, α = β nebo
α ≻ β.

Úloha 6.3. Dokažte, že je uspořádáńı tranzitivńı: Pro každé tři řezy α, β, γ plat́ı, že α ≺ β a
β ≺ γ implikuje α ≺ γ.

Úloha 6.4. Ukažte, že plat́ı axiom o supremu. Tedy ukažte, že pro libovolnou neprázdnou shora
omezenou podmnožinu řez̊u M existuje sup(M), nejmenš́ı horńı závora množiny M .

Nápověda. Uvažte množinu všech horńıch závor, každá z nich je řez. Definujte sup(M) jako
pr̊unik všech horńıch závor. Budete muset ukázat, že sup(M) je řez a že neexistuje žádná menš́ı
horńı závora.

6.3 Sč́ıtáńı řez̊u

Pro dva řezy α a β definujeme sč́ıtáńı takto:

α⊕ β = {x+ y | x ∈ α, y ∈ β}.

Pokud chceme něco dokázat o sč́ıtáni řez̊u, potřebujeme využ́ıt vlastnost́ı sč́ıtáńı v ra-
cionálńıch č́ıslech. Jak by se dalo čekat, struktura racionálńıch č́ısel se přenese i na řezy.

Úloha 6.5. Dokažte, že sč́ıtáńı ⊕ je komutativńı a asociativńı.

Neutrálńı prvek 0⋆ definujeme jako množinu všech záporných racionálńıch č́ısel.2

Úloha 6.6. Dokažte, že 0⋆ je skutečně neutrálńı prvek v̊uči operaci ⊕, tedy α ⊕ 0⋆ = α pro
každý řez α.

Definovat inverzńı prvek bude maličko komplikovaněǰśı. Necht’ α je libovolný řez. Definujme

(−α) = {p | p ∈ Q a ∃r > 0, že −r − p /∈ α}.

Jinými slovy, p lež́ı v (−α), pokud nějaké racionálńı č́ıslo menš́ı než −p nelež́ı v α. Následuj́ıćı
obrázek ilustruje definici. Množina všech −p z definice odpov́ıdá všem

”
větš́ım racionálńım

č́ısl̊um“ než těm obsažených v řezu α. Množina (−α) obsahuje racionálńı č́ısla k nim opačná.

0 α(−α)

−p

Korektnost definice dokážeme ve dvou kroćıch:

Úloha 6.7. Dokažte, že pro každý řez α je množina (−α) řez, tedy splňuje podmı́nky (1) až (3)
z definice řezu.

Úloha 6.8. Dokažte pro každý řez α, že (−α) je skutečně inverzńı prvek ke sč́ıtáńı, tedy α +
(−α) = 0⋆.

2Znač́ıme s hvězdičkou, abychom odlǐsili od neutrálńıho prvku 0 ∈ Q.
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6.4 Násobeńı řez̊u

Definovat násobeńı je kv̊uli znaménku maličko složitěǰśı než definovat sč́ıtáńı. Omeźıme se proto
nejprve jenom na kladné řezy. Necht’ α ≻ 0⋆ a β ≻ 0⋆, potom definujeme

α⊙ β = {p | ∃r ∈ α, ∃s ∈ β, že r ≥ 0 a p < rs}.

Úloha 6.9. Ukažte, že pro libovolné dva řezy α ≻ 0⋆ a β ≻ 0⋆ je α⊙ β řez.

Podobně jako výše, lze snadno ukázat, že násobeńı splňuje všechny axiomy tělesa. Jako
neutrálńı prvek 1⋆ se použije množině všech racionálńıch č́ısel menš́ıch než jedna. Pro α ≻ 0⋆ se
definuje inverzńı prvek jako

α−1 =
{

p | p ≤ 0 nebo ∃r > 0, že 1
p − r /∈ α

}

.

Protože však d̊ukaz by byl hodně podobný výše uvedeným d̊ukaz̊um pro sč́ıtáńı, detaily si zde
odpust́ıme.

Dodefinovat násobeńı pro všechny řezy je jednoduché. Pro libovolný řez α plat́ı, že α⊙ 0⋆ =
0⋆ ⊙ α = 0⋆. Dále definujeme

α⊙ β =







−((−α)⊙ β), pokud α ≺ 0⋆ a β ≻ 0⋆,

(−α)⊙ (−β), pokud α ≺ 0⋆ a β ≺ 0⋆,

−(α⊙ (−β)), pokud α ≻ 0⋆ a β ≺ 0⋆,

α⊙ β, jinak plat́ı p̊uvodńı definice.

Inverzńı prvky se dodefinuj́ı podobně, pro α ≺ 0⋆ definujeme α−1 = (−((−α)−1)). Opět vy-
necháme detaily d̊ukaz̊u, že násobeńı splňuje axiomy tělesa.

Úloha 6.10. Ukažte, že pro libovolné dva řezy α a β je α⊙ β řez.

T́ım je odvozeńı téměř dokončeno. Vı́me, že takto sestrojené řezy tvoř́ı uspořádané těleso,
které má supremum pro libovolnou neprázdnou shora omezenou množinu.

6.5 Vnořeńı racionálńıch č́ısel

Zbývá dokázat, že vzniklé těleso obsahuje racionálńı č́ısla jako podtěleso. Pro racionálńı č́ıslo r
uvažujme množinu r⋆ definovanou takto:

r⋆ = {p | p ∈ Q, p < r}.

Úloha 6.11. Pro libovolné racionálńı č́ıslo r plat́ı, že r⋆ je řez.

Úloha 6.12. Sč́ıtáńı řez̊u reprezentuj́ıćıch racionálńı č́ısla odpov́ıdá sč́ıtáńı racionálńıch č́ısel,
tedy pro libovolná dvě racionálńı č́ısla r a s je r⋆ ⊕ s⋆ = (r + s)⋆.

Podobně lze dokázat, že pro libovolná dvě racionálńı č́ısla r a s plat́ı, že r⋆ ⊙ s⋆ = (rs)⋆

a r⋆ ≺ s⋆, právě když r < s. Z toho vyplývá, že každé racionálńı č́ıslo r můžeme zidentifikovat
s řezem r⋆.

6.6 Shrnut́ı

V této úloze jsme popsali, jak pomoćı Dedekinových řez̊u zkonstruovat z uspořádaného tělesa
(Q,+, ·, <) jiné uspořádané těleso (R,⊕,⊙,≺) splňuj́ıćı axiom o supremu. Nav́ıc jsme ukázali,
že lze těleso Q vnořit do nově zkonstruovaného tělesa R.
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7 Jen jeden sinus? (25 bod̊u)

Čtenář určitě dobře zná křivku funkce sinx. V této úloze se zaměř́ıme na posloupnost {sinn}∞n=0

a jej́ı počátečńı úsek. Ukážeme si, že změna měř́ıtka může mı́t velký vliv. Prvńıch deset člen̊u
posloupnosti vypadá přesně tak, jak čtenář očekává.
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Pro prvńıch sto člen̊u vypadá obrázek mnohem chaotičtěji. Ostatně to dává smysl, protože
jsme hodnoty desetkrát v́ıce nahustili vedle sebe, tedy jednotlivé obloučky funkce sinx začnou
splývat.

-1 -1

1 1

0

0

10

10

20

20

30

30

40

40

50

50

60

60

70

70

80

80

90

90

100

100

Zkuśıme tedy zobrazit prvńıch tiśıc a prvńıch deset tiśıc člen̊u, což vytvoř́ı dva r̊uzné překvapivé
vzory. Pro tiśıc člen̊u dostáváme jakýsi vzor šestiúhelńık̊u. Ty vid́ıme kv̊uli našemu vńımáńı,
které spojuje nesouvisej́ıćı věci. Pro deset tiśıc však dostáváme ještě překvapivěǰśı vzor, který
v̊ubec nevypadá jako posloupnost; vid́ıme řadu sinusovek položených přes sebe.
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Možná je překvapivé, že se obrázky pro tiśıc a deset tiśıc bod̊u tolik lǐśı. Zkuste se však na
obrázek pro tiśıc bod̊u pod́ıvat ze strany a uvid́ıte posunuté sinusovky.

Úloha 7.1. Vaš́ım úkolem je posledńı obrázek pochopit a vysvětlit. Proč na obrázku vid́ıme přes
sebe položené sinusovky? Kolik těch sinusovek je a jakou maj́ı periodu? Proč obrázek vypadá
symetricky kolem osy x?

Nápověda. Co v́ıte o aproximaci č́ısla π? Můžete k analyzováńı posloupnosti použ́ıvat libovolný
matematický software a zkusit lépe pochopit, jak se hodnoty posloupnosti {sinn}∞n=1 chovaj́ı.

8 Konečná tělesa existuj́ı jen pro mocniny prvoč́ısla (40 bod̊u)

V této úloze si ukážeme část z d̊ukazu následuj́ıćı algebraické věty.

Věta. Konečné těleso F řádu ř existuje, právě když ř je mocnina prvoč́ısla pk.

Dokonce plat́ı, že konečně těleso daného řádu je určeno jednoznačně (až na přejmenováńı
prvk̊u, kterému se odborně ř́ıká isomorfismus). Tato věta tedy opodstatňuje označeńı GF(pk),
nebot’ těleso řádu pk je jednoznačně určené. V d̊ukazu ukážeme, že každé takové těleso je vysoce
symetrický objekt, který v sobě skrývá vektorový prostor. To je poměrně překvapivé, nebot’ v
definici tělesa se vektorové prostory v̊ubec nevyskytuj́ı a naopak ty se definuj́ı pomoćı těles.

Co o tělesech už známe . . .

V samotném d̊ukazu můžeme použ́ıt pouze axiomy tělesa a jejich d̊usledky! Připomeňme si, co
ř́ıkaj́ı axiomy tělesa:

• Těleso je struktura s dvěma operacemi – sč́ıtáńım a násobeńım.

• Těleso obsahuje dva speciálńı prvky, neutrálńı prvek na sč́ıtáńı (budeme značit 0) a ne-
utrálńı prvek na násobeńı (znač́ıme 1).

• Z hlediska sč́ıtáńı se těleso chová jako grupa – máme inverzńı prvky a neutrálńı prvek.

• Z hlediska násobeńı se těleso bez 0 chová jako grupa – opět máme inverze a neutrálńı
prvek.

• Nav́ıc operace sč́ıtáńı a násobeńı jsou dohromady svázané distributivitou.

Z axiomů lze odvodit i daľśı vlastnosti těles, některé jsme již viděli.

• Neutrálńı prvky 0 a 1 a inverze pro obě operace jsou určeny jednoznačně. Ostatně to plat́ı
obecně i v grupách.

• Libovolný násobek 0 je zase nula: a · 0 = 0.
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• Pokud a+ b = a+ c, potom b = c.

• Podobně pro násobeńı a a 6= 0, pokud a · b = a · c, potom b = c.

• Neexistuj́ı dvě nenulová č́ısla a a b, že a · b = 0.

Zp je podtěleso F

Na rozjezd vyřeš́ıme tělesa s prvoč́ıselnou velikost́ı. Uvažujme strukturu Zk tvořenou č́ısly
0, . . . , k − 1 a operacemi sč́ıtańı a násobeńı definovanými jako zbytek po celoč́ıselném sč́ıtáńı
a násobeńı.

Př́ıklad. Např́ıklad pro Z4 a prvky a = 2 a b = 3 dostaneme, že a + b = 1 a a · b = 2, nebot’

přesně takové zbytky maj́ı č́ısla 5 a 6 po děleńı 4.

Úloha 8.1. Dokažte, že Zp je těleso, právě když p je prvoč́ıslo.

Nápověda. Pokud p neńı prvoč́ıslo, neńı těžké nalézt dvojici, která porušuje posledńı vlastnost.
Pro prvoč́ısla to se sč́ıtáńım bude docela jednoduché. Je však třeba pro každý prvek a ukázat,
že násobeńı t́ımto prvkem je prosté, tedy že neexistuje dvě rozd́ılná č́ısla b a c, aby a · b = a · c.

Charakteristika tělesa je nejmenš́ı přirozené č́ıslo k takové, že součet k jedniček 1+1+· · ·+1 =
0, př́ıpadně 0, pokud takové k neexistuje (třeba reálná č́ısla).

Úloha 8.2. Dokažte, že pro každé konečné těleso F je jeho charakteristika nějaké prvoč́ıslo p.

Nápověda. Ukažte nejprve, že charakteristika je nenulová. Poté zkuste dokazovat sporem. Kdyby
charakteristika nebyla prvoč́ıselná, co by bylo špatně?

0 1 2 3 · · · p− 1
F

Zp

Označme součet k jedniček pomoćı k. V tělese
tedy máme prvky 0, . . . , p − 1. O daľśıch prvćıch
zat́ım nic nev́ıme.

Úloha 8.3. Ukažte, že prvky 0, . . . , p − 1 tvoř́ı
podtěleso totožné Zp.

Cože? Těleso je vektorový prostor?

Nyńı využijeme źıskané znalosti o tělesech a do-
konč́ıme d̊ukaz překvapivým úskokem, však posud’te sami.

Úloha 8.4. Dokažte, že každé konečné těleso F charakteristiky p je vektorový prostor V nad
tělesem Zp. Operace V definujeme takto: sč́ıtáńı vektor̊u odpov́ıdá sč́ıtáńı v tělese a skalárńı
násobeńı násobeńım v tělese (protože Zp je podtěleso F, lze to takto definovat).

Nápověda. K tomu potřebujeme dokázat, že vzniklá struktura splňuje všechny axiomy vekto-
rového prostoru. Neplyne to snadno z toho, že F je těleso?

Vı́me, že vektorové prostory tvoř́ı silně předurčenou strukturu, pojd’me toho tedy využ́ıt.
Vektorový prostor V má totiž konečnou dimenzi k. Podle Steinitzovy věty v́ıme, že existuje
nějaká báze b1, . . . ,bk. Sice v̊ubec netuš́ıme, jak vypadá, ale to nebudeme potřebovat – stač́ı
vědět, že existuje.

Bude se hodit ještě jedno obecné tvrzeńı o báźıch a lineárńıch kombinaćıch.

Úloha 8.5. Dokažte, že pokud b1, . . . ,bk je báze vektorového prostoru, potom jej́ı r̊uzné lineárńı
kombinace definuj́ı r̊uzné vektory. Tedy dokažte, že

∑k
i=1 αibi =

∑k
i=1 ᾱibi implikuje, že αi = ᾱi.
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Dokončeńı d̊ukazu

A na závěr složme oba poznatky dohromady.

Úloha 8.6. Dokažte, že každé konečné těleso F má pk prvk̊u.

Nápověda. Kolik rozd́ılných lineárńıch kombinaćı vektor̊u b1, . . . ,bk existuje?

T́ım jsme ukázali neexistenci konečného tělesa velikosti, která neńı mocnina prvoč́ısla. Také
vám přijde trik hezký? Pokud jste se dostali až sem (a př́ıpadně všechna tvrzeńı po cestě
dokázali), máte můj obdiv (a zaslouž́ıte si své body :)).

9 Hadamardovy matice daj́ı nejv́ıce! (30 bod̊u)

V této úloze se budeme zabývat speciálńımi čtvercovými maticemi, které se nazývaj́ı Hadamar-
dovy. Maj́ı překvapivě zaj́ımavou kombinatorickou strukturu a použ́ıvaj́ı se např́ıklad v teorii
samoopravných kódu nebo ve statistice. Jeden ze základńıch otevřených problémů je, pro které
velikosti v̊ubec existuj́ı. Ukážeme si konstrukci pro velikosti ve tvaru 2k a také překvapivou
souvislost Hadamardových matic s determinantem.

Definice. Matice H ∈ {−1, 1}n×n se nazývá Hadamardova, pokud plat́ı

HHT = HTH = nIn.

Tedy Hadamardova matice je tvořená ±1 a má ortogonálńı řádky a sloupce.

Např́ıklad Hadamardova matice řádu dva vypadá takto:
(
1 1
1 −1

)
. Nejprve vypozorujme:

Úloha 9.1. Necht’ H je Hadamardova matice n× n. Potom n = 1, 2 nebo je dělitelné čtyřmi.

Nápověda. Nejprve zkuste dokázat dělitelnost dvěma (s výjimkou n = 1). Pokud H je Hada-
mardova matice, můžeme s ńı provádět určité úpravy, které

”
hadamardovost“ zachovávaj́ı.

Základńı hypotéza Hadamardových matic ř́ıká, že Hadamardova matice existuje pro každé
n = 4k. Je známo pouze několik r̊uzných konstrukćı, z nichž dostaneme Hadamardovy matice
pouze pro některé řády.3 Ukážeme si Sylvesterovu konstrukci pro n = 2k. Pokud vymysĺıte či
nastudujete nějakou jinou konstrukci a nauč́ıte mě ji, můžete dostat bonusové body.

Úloha 9.2. Dokažte, že existuje Hadamardova matice Hn velikosti n× n pro každé n = 2k.

Nápověda. Zkuste objevit induktivńı konstrukci, která vytvoř́ı H2n nějakým zp̊usobem z matice
Hn. Také můžete využ́ıt Kronecker̊uv součin matic, který se definuje takto: Necht’ A je matice
m× n a B je matice p× q. Kronecker̊uv součin A⊗B je matice mp× nq tvořená m× n bloky
velikosti p×q tak, že blok na souřadnićıch (i, j) je matice ai,jB. Jestliže A a B jsou Hadamardovy
matice, jak vypadá A⊗B? Př́ıklad součinu A⊗B:

A =

(
1 2 3
4 5 6

)

, B =

(
1
2 −1

)

, potom A⊗B =







1 2 3
2 −1 4 −2 6 −3

4 5 6
8 −4 10 −5 12 −6







.

Na závěr dokažme, že Hadamardovy matice jsou extremálńı matice pro následuj́ıćı větu.
Objevil ji sám Hadamard v roce 1893, č́ımž započal zkoumáńı Hadamardových matic.

Úloha 9.3. Mějme matici A velikosti n × n, že |ai,j | ≤ 1 ve všech pozićıch (i, j). Potom plat́ı
| det(A)| ≤ nn/2 a rovnosti se nabývá právě tehdy, když A je Hadamardova matice.

Nápověda. Využijte toho, že absolutńı hodnota determinantu odpov́ıdá objemu rovnoběžnostěnu
určeného řádky matice. Pokud máme rovnoběžnostěn určený vektory x(1), . . . ,x(n), jaký je jeho
maximálńı objem v závislosti na normách ‖x(1)‖, . . . , ‖x(n)‖? A kdy se tohoto maxima přesně
nabývá?

3Otevřené řády do dvou tiśıc jsou 668, 716, 892, 1004, 1132, 1244, 1388, 1436, 1676, 1772, 1916, 1948 a 1964.

Např́ıklad matice řádu 428 byla zkonstruována teprve nedávno, v IPM v Tehránu v roce 2005.
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10 Determinuj́ı determinanty perfektńı párováńı? (25 bod̊u)

V této úloze si ukážeme jednu kombinatorickou aplikaci determinant̊u. Párováńı P je množina
hran, které nesd́ılej́ı koncové vrcholy. Tedy žádný vrchol grafu je incidenčńı s nejvýše jednou
hranou z P . Párováńı je perfektńı, pokud obsahuje n

2 hran, kde n je počet vrchol̊u grafu; tedy
každý vrchol je spárovaný s nějakým jiným. Pochopitelně ne každý graf obsahuje perfektńı
párovańı. Minimálně muśı být počet vrchol̊u sudý, aby v̊ubec perfektńı párováńı mohlo existovat.
Na obrázku jsou pro graf vlevo vyznačena dvě r̊uzná perfektńı párováńı, pro graf vpravo žádné
perfektńı párováńı neexistuje. (Proč?)

Pro jednoduchost se v této úloze zaměř́ıme na bipartitńı grafy. Mějme bipartitńı graf G s
dvěma partitami U = {u1, . . . , um} a V = {v1, . . . , vn}. Ten lze popsat incidenčńı matici partit
IG velikosti m× n takovou, že

(IG)i,j =

{

1, pokud uivj ∈ E(G),

0, pokud uivj /∈ E(G).

Např́ıklad pro ńıže uvedený graf G dostaneme následuj́ıćı matici IG:

u1

u2

u3

u4

v1

v2

v3

v4

IG =







1 1 1 1
1 1 1

1 1
1







Aby perfektńı párováńı v̊ubec mohlo existovat, muśı platit |U | = |V |, tedy matice IG muśı být
čtvercová. Vaš́ım úkolem je zjistit, jaký je vztah mezi det(IG) a existenćı perfektńıho párováńı.

Úloha 10.1. Dokažte, že pokud det(IG) 6= 0, graf G má nutně perfektńı párováńı.

Úloha 10.2. Rozhodněte a zd̊uvodněte, zda plat́ı i obrácená implikace: Pokud G obsahuje
perfektńı párováńı, potom det(IG) 6= 0. Je nějaký vztah mezi hodnotou determinantu a počtem
r̊uzných perfektńıch párováńı?

Poznámka. Výše uvedený vztah lze zobecnit i na nebipartitńı grafy, i když je to maličko kom-
plikovaněǰśı a souviśı to s počtem cyklických pokryt́ı grafu. Přesný počet perfektńıch párováńı
bipartitńıho grafu je roven permanentu perm(IG), což je

”
determinant bez znaménka“:

perm(A) =
∑

π∈Sn

n∏

i=1

ai,π(i).

Určit počet perfektńıch párováńı i pro bipartitńı graf (a tedy i výpočet permanentu matic ob-
sahuj́ıćıch pouze nuly a jedničky) je #P-úplný problém, což znamená, že pro to (pravděpodobně)
neexistuje polynomiálńı algoritmus.4 Zat́ımco determinant můžeme spoč́ıtat efektivně, drobná
změna v definici na permanent zp̊usob́ı, že se tato formule efektivně určit nedá.

4Tř́ıda #P obsahuje poč́ıtaćı verze problémů z NP. Např́ıklad problém existence hamiltonovské kružnice patř́ı

do NP a př́ıslušný problém určeńı počtu r̊uzných hamiltonovských kružnic patř́ı do #P. Pochopitelně každý

problém z #P je alespoň tak těžký jako př́ıslušný rozhodovaćı problém v NP. Problém je #P-úplný, pokud je to

nejtěžš́ı problém v #P.
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