Pokrodila linearni algebra 2 1. série

8 Normy mimo normu (30 bodu)

Na cvicenich jsme charakterizovali viechny skaldrni sou¢iny (x|y) pomoci symetrickych pozitivné
definitnich matic A jako 2" Ay. Také jsme zminili, ze kazdy skaldrni soucin (z|y) indukuje normu
||| = v/{x|z). Norem je vSak mnohem vice nez skaldrnich soucinti, nebot ne kazd4 norma je
spojena se skalarnim souc¢inem. V této 1loze dokdzeme tplnou charakterizaci norem v R"™.

8.1 Definice normy

Piipomenme si nejprve definici normy. Norma || - || je zobrazeni R™ — R, které spliuje tfi
podminky:

(i) Nezdpornost: pro kazdé & € R™ je ||z|| > 0 a pro  # 0 dokonce ||z|| > 0.
(ii) Linearita: pro kazdé x € R™ a o € R je ||ax| = |af - |||
(iii) Trojuhelnikovd nerovnost: pro kazdé x,y € R™ plati, ze ||z + y| < ||z|| + ||y|

Piiklady norem jsou standardni norma
|z|| = /22 +- +22 =x'x,

A-norma |z||4 = 2T Az (kde A je symetrickd pozitivné definitn{ matice) a £, norma

3=

lzllp = (lzalP + -+ + [anl?)
pro p € [1,00].

8.2 Sféry a koule

Méjme normu || - ||. Zavedme ndsledujici znacent:
S,={z:zeR|lz|=r}, B ={z:zecR"|z|<r}

Mnozina S, je sféra o poloméru r, a B, je koule o poloméru r. Na obrdzku jsou sféry S; pro
ruzné normy.
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Pokud zvolime normu libovolného vektoru |||, vyplyvéa z linearity (i) také norma vsech jeho
néasobku, tedy urcili jsme normu pro celou piimku prochézejici po¢atkem. Pokud predepiSseme
normu na kazdé z téchto primek, je celd norma urcend, ale musime to udélat konzistentné, aby
byla splnéna trojihelnikova nerovnost. Jinymi slovy norma je jednozna¢né urcena jeji jednotko-
vou sférou Sj.

Udélejme malou odbocku. Mnozina M se nazyva konvexni, pokud pro libovolné dva vektory
x,y € M patii tisecka {t:z:+ (1-t)y:telo, 1]} do mnoziny M. Popisme paralelu s vektorovymi
podprostory. Vektorovy podprostor je mnozina vektori uzaviend na linearni kombinace. Pro
konvexni mnoziny plati, ze jsou uzaviené na konvexni kombinace. To jsou linedrni kombinace
tix1 + - - - + tpxy, které navic splnuji, ze t1 +-- -+t =1 at; > 0.

Uloha 8.1. Dokaite nésledujici vlastnosti pro libovolnou normu || - ||:

(a) Pocétek 0 ¢ S, pro libovolné r > 0.
(b) Mnoziny S, a B, jsou symetrické podle poc¢atku, tedy —S, = S, a —B, = B,.
(¢) Mnozina B, je konvexni.

Nyni preformulujme vlastnost, ze B, je konvexni.

Uloha 8.2. Nechf || - || je libovolné zobrazeni R® — R, které spliuje (i) a (ii). Dokazte, ze B,
je konvexni pro libovolné r > 0, pravé kdyz

[t + (1 =)yl < tllzll + (1 =)yl

kdykoliv ¢ € [0, 1].

8.3 Charakterizace vSech norem

Nyni si ukdzeme charakterizaci norem. Jiz vime, ze kazda norma definuje koule B,, které jsou
konvexni a symetrické podle poc¢atku. Naopak libovolna jedna takova koule jiz jednoznacné
urcuje normu:

Uloha 8.3. Nechf B; je uzaviend omezena konvexni podmnozina R", symetrickd podle pocatku.

Necht S je hranice By a necht 0 ¢ Sp. Definujme zobrazenf || - || : R" — R ndsledovné:
x| = |, kde x =ay ay € S.
Dokazte, ze || - || je norma.
Ndpovéda. Je snadné ovéfit, ze || - || spliiuje vlastnosti (i) a (ii). S vyuzitim dlohy 8.2, vhodnym

dosazenim za t, lze ziskat trojihelnikovou nerovnost (iii).

Ukazali jsme, ze normy mohou byt oproti skaldrnim sou¢iniim velice slozité. Zakonceme tuto
tlohu ptikladem nékolika ,,divnych“ norem, které nejdou popsat zadnym ze vzorecku na zaciatku
zadani tlohy.
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