Pokrodila linearni algebra 2 ulohy pro letni semestr

8 Normy mimo normu (30 bodu)

Na cvicenich jsme charakterizovali vSechny skaldrni sou¢iny (x|y) pomoci symetrickych pozitivné
definitnich matic A jako « T Ay. Také jsme zminili, ze kazdy skaldrni sou¢in (x|y) indukuje normu
||| = /(z|x). Norem je vSak mnohem vice nez skaldrnich soucint, nebot ne kazdd norma je
spojena se skaldrnim souc¢inem. V této tloze dokazeme uplnou charakterizaci norem v R™.

8.1 Definice normy

Piipomenme si nejprve definici normy. Norma || - || je zobrazeni R” — R, které spliuje tii
podminky:

(i) Nezdpornost: pro kazdé « € R™ je ||z| > 0 a pro & # 0 dokonce ||| > 0.
(ii) Linearita: pro kazdé € R™ a a € R je ||ax|| = || - ||z]|-
(iii) Trojuhelnikovd nerovnost: pro kazdé @,y € R™ plati, ze ||z + y|| < ||| + ||y]

Priklady norem jsou standardni norma
lzll = \/ai+ - +af =z w,

A-norma ||z|4 = 2T Az (kde A je symetrickd pozitivné definitni matice) a £, norma

S

lzllp = (Jz1P + - - + [za )
pro p € [1, 00].

8.2 Sféry a koule

Méjme normu || - ||. Zavedme nésledujici znaceni:
Sr={z:xeR",|lz| =r}, B, ={x:xz eR" |z|| <r}.

Mnozina S, je sféra o poloméru r, a B, je koule o poloméru r. Na obrazku jsou sféry S7 pro
ruzné normy.
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Pokud zvolime normu libovolného vektoru |||, vyplyva z linearity (i) také norma vsech jeho
nasobkt, tedy uré¢ili jsme normu pro celou piimku prochézejici po¢atkem. Pokud pfredepiSeme
normu na kazdé z téchto piimek, je celd norma urcend, ale musime to udélat konzistentné, aby
byla splnéna trojuhelnikova nerovnost. Jinymi slovy norma je jednoznacné urcena jeji jednotko-
vou sférou S7.

Udélejme malou odboc¢ku. Mnozina M se nazyva konvexni, pokud pro libovolné dva vektory
@,y € M patif usetka {tx+(1—t)y : t € [0,1]} do mnoziny M. Popisme paralelu s vektorovymi
podprostory. Vektorovy podprostor je mnozina vektoru uzaviend na linearni kombinace. Pro
konvexni mnoziny plati, Zze jsou uzaviené na konvexni kombinace. To jsou linearni kombinace
tixy + - - - + tpx, které navic splauji, ze t1 + -+t =1 at; > 0.

Uloha 8.1. Dokazte nasledujici vlastnosti pro libovolnou normu || - ||:

(a) Pocatek 0 ¢ S, pro libovolné r > 0.
(b) Mnoziny S, a B, jsou symetrické podle pocitku, tedy —S, = S, a —B, = B;.
(¢) Mnozina B, je konvexni.

Nyni preformulujme vlastnost, ze B, je konvexni.

Uloha 8.2. Nechf || - || je libovolné zobrazeni R” — R, které spliiuje (i) a (ii). Dokazte, ze B,
je konvexni pro libovolné r > 0, pravé kdyz

[t + (1 =)yl < tllzl| + (1 = )[yl,

kdykoliv ¢ € [0, 1].

8.3 Charakterizace vSech norem

Nyni si ukdzeme charakterizaci norem. Jiz vime, ze kazdad norma definuje koule B,., které jsou
konvexni a symetrické podle poc¢atku. Naopak libovolna jedna takova koule jiz jednoznacéné
urcuje normu:

Uloha 8.3. Necht B; je uzaviend omezena konvexni podmnozina R, symetricka podle pocatku.

Necht S; je hranice By a necht 0 ¢ S;. Definujme zobrazeni || - || : R™ — R nésledovné:
llz| = |of, kde x = ay ay € 5.
Dokazte, ze || - || je norma.
Ndpovéda. Je snadné ovéfit, ze || - || splituje vlastnosti (i) a (ii). S vyuzitim tulohy 6.2, vhodnym

dosazenim za t, lze ziskat trojihelnikovou nerovnost (iii).

Ukazali jsme, ze normy mohou byt oproti skalarnim souc¢intum velice slozité. Zakonceme tuto
tlohu prikladem nékolika ,,divnych® norem, které nejdou popsat zadnym ze vzorecku na zacatku
zadani ilohy.
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9 Determinant je multilinedrni alternujici forma (40 bodu)

Témito slovy by vam algebraik pravdépodobné popsal determinant. Definice je na jednu stranu
kratka a jednoduché, na druhou stranu ¢lovéku neznalému téchto pojmu nefekne absolutné nic.
Nagim cilem v této tloze bude si tuto alternativni definici predstavit a ukazat ekvivalenci s
typickou definici determinantu pomoci formule
n
det(4) = 3 san(m) [Jasnio. (%)
TESH i=1
Z formule vyvodime (s trochou prace) vlastnosti determinantu, pomoci kterych ho muzeme
spocitat. Na druhou stranu viubec neni vidét, kde se tato formule vzala a pro¢ zrovna takhle je
zajimava; coz bude mnohem ziejméjsi z algebraického pristupu pomoci multilinearnich forem.
Jednotlivé vlastnosti si proto budeme ilustrovat na maticich 2 x 2, kde muzeme snadno
zkontrolovat, ze je determinant definovany (&) spliuje:

a b
d

’:ad—bc.

9.1 Definice determinantu pomoci vlastnosti

Zkusime determinant nadefinovat pomoci vlastnosti, které splnuje. Pro jednoduchost budeme
pracovat nad télesem redalnych ¢isel! Determinant det je libovolné zobrazent

det : R™*" - R,

které splnuje nasledujici tii vlastnosti. Tedy determinant pfifazuje ¢tvercovym maticim realnd
Cisla. Formalné mame jednu definici determinantu pro kazdou velikost ¢tvercové matice, coz
budeme ignorovat. TTi vlastnosti jsou tyto:

(1) Determinant je linedrné zavisly na prvnim fadku matice:

Cla b a b
e d c d

a+a b+0

c d c d

Tedy nasobky tadkt muzeme z determinantu vytknout a podobné muzeme rozdélenim
rfadku rozdélit jeden determinant na soucet dvou determinantii. Pozor, rozhodné z toho
nevyplyva, ze det(A+B) = det(A)+det(B), muzeme aplikovat pouze na jeden fadek naraz.
Této vlastnosti se fikd linearita pruniho Fdadku a drobnou tpravou (1) na (1’) dostaneme
slibovanou multilinearitu.

c d

K

B

ab’

(2) Determinant je alternugici; prohozeni dvou fadku matice zméni znaménko determinantu.
c d a b
a b c d|’

(3) Determinant jednotkové matice det([,) je roven jedné.

Podle vlastnosti (1) a (2) je determinant piekvapivé urceny jednoznaéné az na preskalovani.
Posledni vlastnost fixuje hodnotu determinantu néjaké matice.

V pripadé naseho odvozeni se ukazuji dvé potize algebraického pristupu. Predné ani nevime,
jestli existuje néjaké funkce spliujici vlastnosti (1) az (3) (coz vime podle znalosti formule
(), kterou v8ak nebudeme chtit pouzivat). Také zatim nevime, zda je determinant urceny
jednoznacné.

!'Definici determinantu lze samozejmé zobecnit i pro ostatni télesa. Jediny rozdil je, ze nad télesem charakte-
ristiky dva (napf. Z2) se uvazuje misto vlastnosti (2) vlastnost (4).



9.2 Odvozeni dalSich vlastnosti
Zacneme tim, ze z vlastnosti (1) az (3) odvodime dalsi zékladni vlastnosti determinantu.

Uloha 9.1. Dokazte nésledujici vlastnosti (1°) a (4) az (10).

Pozndmka. V jejich dukazu nemuzete pouzivat nic jiného nez vlastnosti (1) az (3) a vlastnosti jiz
dokazanych. Pokud se nepodaii nékterou vlastnost dokazat, muzete ji preskoéit a dédle pouzivat
(¢imz pochopitelné dostanete méné bod).

(1) Prvni fadek neni v nicem speciélni, determinant je linedrné zavisly na libovolném tadku
matice. Této vlastnosti se rika multilinearita.

a b a b a b

a b
c+c d+d c d‘+ /
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(4) Pokud méa determinant nulovy fadek, je roven nule.

00
c d

o

(5) Pokud méa determinant dva fadky stejné, je roven nule.

a b
a b

’ o
(6) Pricteni libovolného ndsobku jednoho rddku k jinému neméni determinant.

c d c d

a+vy-c b+'y-d‘_

a b’
(7) Determinant trojihelnikové matice T' (horni ¢i dolni) je roven souc¢inu prvka na hlavni

diagondle; det(T") =t11-t2 2 tnn.

a b
0 d

‘:ad.

(8) Determinant umoznuje testovat regularitu. Je nenulovy pravé tehdy, kdyz je matice re-
guldrni.

Ndpovéda. Aplikujte Gaussovu eliminaci, kterd neméni determinant (nebo alespor neméni ne-
nulovost). Jak dopadne, pokud je matice regularni? Jaky vysledek dostaneme pro singuldrni
matici?

Pozndamka. 7 vyse uvedenych vlastnosti jiz vyplyva jednoznacnost determinantu. Totiz apli-
kovanim Gaussovy eliminace ziskdme, ze determinant je (az na znaménko) souéin pivotu. Pro
dany postup Gaussovy eliminace proto vzdy ziskame stejné ¢islo a determinant musi byt urceny
jednoznacné. Protoze vSak Gaussovu eliminaci muzeme provadét riznym zpusobem, neni jasné,
zda vzdy dostaneme stejné ¢islo, a tedy jestli je determinant vibec dobre zadefinovany. Mohlo
by se jesté stat, ze nebude existovat zddnd funkce splnujici vlastnosti (1) az (3).

(9) Determinant souc¢inu dvou matic je souéin jejich determinantu, tedy plati det(AB) =

det(A) det(B).

g:igi Z;izz = (ae + bg)(cf + dh) — (af + bh)(ce + dg) =
e f

= (ad — be)(eh — fg) = g hl

ab.
c d




Napovéda. Lze napiiklad postupovat nasledujicim trikem. Ptipad, kdy je B singuldrni, vyfesime
zv1ast. Pokud je B reguldrni, definujme zobrazeni d:

_ det(AB)

Potiebujeme pouze dokdzat, ze zobrazeni d spliiuje vlastnosti (1) az (3). Potom z jednoznaé¢nosti
determinantu dostaneme, ze d = det (a teoreticky by ani jedna z funkci nemusela vubec existo-
vat).

Matice Py je permutacni (odvozend od permutace 7), pokud mé v kazdém fadku a sloupci
obsahuje pravé jednu jednicku a na ostatnich pozicich nuly; podrobnéji v tloze 2 z prvni série.

Uloha 9.2. Jak vypada determinant permutacni matice P;? Zkuste dokazat jak pomoci vlast-
nosti, tak pomoci definice ().

Zbyvé ukazat posledni vlastnost (10) a tim bude nds seznam vlastnosti tplny.

(10) Determinant matice i jeji transpozice je stejny, tedy det A = det AT.

Napovéda. Problém je, ze vSechny pfedchozi vlastnosti determinantu hovoii o fadcich matice.
Dukaz vsak lze zalozit na LDU dekompozici, kterou jsme si ukazovali na cvic¢eni. Singularni
piipad A vyfesime zvlast. Pro kazdou reguldrni matici A plati

PA = LDU,

kde P je vhodnd permutacni matice, L je dolni a U je horni trojihelnikova matice s jednotkovou
diagonalou a D je diagondlni matice obsahujici pivoty. Dukaz se provede aplikovanim transpozice
na LDU dekompozici a porovnanim determinanti.

Posledni vlastnost (10) prakticky zdvojuje seznam vlastnosti, které o determinantu zname.
Ziskavame podobné vlastnosti o sloupeccich matice: Determinant je linedrné zavisly na libo-
volném sloupecku; pokud je libovolny sloupecek nulovy nebo jsou dva sloupecky stejné, je de-
terminant nulovy; ...

9.3 Ekvivalence s definici pomoci formule (&)
Zbyva dokézat, ze determinant definovany vlastnostmi (1) az (3) spliiuje formuli ().

Uloha 9.3. Dokaite, Ze determinant definovany (1) az (3) je ekvivalentni s definici (d).

Ndpovéda. Rozdélime vypocet jednoho determinantu na vypocet n” determinanti. Podle vlast-
nosti (1) rozdélime determinant na n determinantu, kazdy z nich obsahuje pouze jedno ¢islo z
prvniho radku a na zbyvajicich pozicich nuly:

c d c d c d

ab‘

:

0 b‘.

Stejné tak rozdélime i ostatni fadky, kazdy na n dalsich determinanti:

a 0
c 0

a 0
0 d

a 0
c d

0 b
c d

+

K

0 b 0 b
c 0 0 d|’
Tak ziskdme n"™ matic (kazda obsahuje praveé jeden koeficient puvodni matice v kazdém fadku),

jejichz determinanty budou trividlni. Cést z nich bude nulovych a ty zbyvajici budou éleny sumy
(). Napiiklad pro vyse uvedeny determinant dostdvame

a b
d

‘zO—f—ad—bc—i—O:ad—bC.



10 Hadamardovy matice daji nejvice! (30 bodu)

V této tloze se budeme zabyvat specidlnimi ¢tvercovymi maticemi, které se nazyvaji Hadamar-
dovy. Maji prekvapivé zajimavou kombinatorickou strukturu a pouzivaji se napiiklad v teorii
samoopravnych kodu nebo ve statistice. Jeden ze zédkladnich otevienych problému je, pro které
velikosti viibec existuji. Ukézeme si konstrukei pro velikosti ve tvaru 2F a také piekvapivou
souvislost Hadamardovych matic s determinantem.

Definice. Matice H € {—1,1}"*" se nazyva Hadamardova, pokud plati
HH'" = H'H = nl,.

Tedy Hadamardova matice je tvofend 1 a ma ortogonalni fadky a sloupce.

Naptiklad Hadamardova matice fadu dva vypada takto: (% _11). Nejprve vypozorujme:

Uloha 10.1. Nech{ H je Hadamardova matice n x n. Potom n = 1,2 nebo je délitelné ¢tyimi.

Napovéda. Nejprve zkuste dokédzat délitelnost dvéma (s vyjimkou n = 1). Pokud H je Hada-
mardova matice, muzeme s ni provadét uréité upravy, které ,hadamardovost® zachovavaji.

Zakladni hypotéza Hadamardovych matic 1ikd, ze Hadamardova matice existuje pro kazdé
n = 4k. Je znamo pouze nékolik ruznych konstrukei, z nichz dostaneme Hadamardovy matice
pouze pro nékteré fady? Ukazeme si Sylvesterovu konstrukei pro n = 2%, Pokud vymyslite ¢
nastudujete néjakou jinou konstrukci a nau¢ite meé ji, muzete dostat bonusové body.

Uloha 10.2. Dokazte, ze existuje Hadamardova matice H,, velikosti n x n pro kazdé n = 2%

Ndpovéda. Zkuste objevit induktivni konstrukei, kterd vytvoii Hs, néjakym zpiisobem z matice
H,,. Také muzete vyuzit Kroneckeriv sou¢in matic, ktery se definuje takto: Necht A je matice
m X n a B je matice p X q. Kroneckeruv sou¢in A ® B je matice mp X ng tvorend m x n bloky
velikosti p x g tak, ze blok na soufadnicich (¢, j) je matice a; ;B. Jestlize A a B jsou Hadamardovy
matice, jak vypadd A ® B? Piiklad souc¢inu A ® B:

1 2 3
1 2 3 1 2 —-114 -2|6 =3
A—<4 . 6>’ B—<2 _1), potom A® B = 1 E 5
8 —4 110 —51]12 —6

Na zavér dokazme, ze Hadamardovy matice jsou extremalni matice pro nasledujici vétu.
Objevil ji sém Hadamard v roce 1893, ¢imz zapocal zkouméni Hadamardovych matic.

Uloha 10.3. Mé&jme matici A velikosti n x n, 7e la;,j| <1 ve vSech pozicich (4, j). Potom plati
| det(A)| < n™? a rovnosti se nabyva pravé tehdy, kdyz A je Hadamardova matice.

Ndpovéda. Vyuzijte toho, ze absolutni hodnota determinantu odpovida objemu rovnobéznosténu

urceného fadky matice. Pokud mame rovnobéznostén urceny vektory (qy, ..., &), jaky je jeho
maximaln{ objem v zdvislosti na norméch [|z(y)l[;...,[[Z)l|? A kdy se tohoto maxima piesné
nabyva?

11 Determinuji determinanty perfektni parovani? (25 boda)

V této tloze si ukdzeme jednu kombinatorickou aplikaci determinantti. Pdrovdni P je mnozina
hran, které nesdileji koncové vrcholy. Tedy zadny vrchol grafu je incidenéni s nejvyse jednou
hranou z P. Parovani je perfektni, pokud obsahuje § hran, kde n je pocet vrcholu grafu; tedy

20teviené fady do dvou tisic jsou 668, 716, 892, 1004, 1132, 1244, 1388, 1436, 1676, 1772, 1916, 1948 a 1964.
Napiiklad matice fadu 428 byla zkonstruovana teprve neddvno, v IPM v Tehranu v roce 2005.



kazdy vrchol je sparovany s néjakym jinym. Pochopitelné ne kazdy graf obsahuje perfektni
parovani. Minimdalné musi byt po¢et vrcholu sudy, aby vibec perfektni parovdani mohlo existovat.
Na obrazku jsou pro graf vlevo vyznacena dvé ruznd perfektni parovéani, pro graf vpravo zadné
perfektni parovani neexistuje. (Pro¢?)

o ek

Pro jednoduchost se v této tloze zaméiime na bipartitni grafy. Méjme bipartitni graf G s
dvéma partitami U = {uy,...,un} a V ={v1,...,v,}. Ten lze popsat incidenéni matici partit
I velikosti m x n takovou, ze

1, pokud wv; € E(G),
Ua)ij =
0, pokud uv; ¢ E(G).

Napiiklad pro nize uvedeny graf G dostaneme nasledujici matici Ig:

u1 U1

1 1 11

Y2 2 111

Ig =

us U3 1 1

1
Ug V4

Aby perfektni parovani viibec mohlo existovat, musi platit |U| = |V, tedy matice I musi byt

¢tvercova. Vasim ukolem je zjistit, jaky je vztah mezi det(l) a existenci perfektniho parovéni.
Uloha 11.1. Dokazte, ze pokud det(Ig) # 0, graf G ma nutné perfektni parovani.

Uloha 11.2. Rozhodnéte a zduvodnéte, zda plati i obracenda implikace: Pokud G obsahuje
perfektni parovani, potom det(I) # 0. Je néjaky vztah mezi hodnotou determinantu a poctem
raznych perfektnich parovani?

Pozndmka. Vyse uvedeny vztah lze zobecnit i na nebipartitni grafy, i kdyz je to malicko kom-
plikovangjsi a souvisi to s poctem cyklickych pokryti grafu. Pfesny pocet perfektnich parovani
bipartitniho grafu je roven permanentu perm(lq), coz je ,determinant bez znaménka*:

perm(A) = Z Ham(i).

TESy i=1

Ur¢it pocet perfektnich parovéani i pro bipartitni graf (a tedy i vypocet permanentu matic ob-
sahujicich pouze nuly a jednicky) je #P-uplny problém, coz znamend, Ze pro to (pravdépodobné)
neexistuje polynomialni algoritmus.? Zatimco determinant muzeme spoéitat efektivné, drobna
zména v definici na permanent zpusobi, ze se tato formule efektivné urcit neda.

3T#{da #P obsahuje pocitaci verze problémi z NP. Napiiklad problém existence hamiltonovské kruznice patif
do NP a piislusny problém urceni poctu ruznych hamiltonovskych kruznic patii do #P. Pochopitelné kazdy
problém z #P je alespon tak tézky jako piislusny rozhodovaci problém v NP. Problém je #P-tplny, pokud je to

< vy



12 Po stopach matic (25 bodu)

Pro ¢tvercovou matici A definujme jeji stopu tr(A) jako soucet prvku na diagondle:

tI‘(A) = Zaiyi.
i=1

Na predndsce jste si pomoci charakteristického polynomu dokazali, ze stopa tr(A) je rovna soué¢tu
vlastnich ¢isel A. V této tloze ukazeme alternativni ditkkaz spolu s dalsimi vlastnostmi stopy.
Je snadné nahlédnout, Ze stopa je linedrni v koeficientech matice, tedy

tr(A+ B) = tr(A) + tr(B) a  tr(cA) =c-tr(A).

Stopa se nechova vuéi sou¢inu matic tak pékné jako determinant, obecné tr(AB) je zcela rozdilna
od tr(A)tr(B). Pro stopu vsak plati nasledujici cyklickd vlastnost:

Uloha 12.1. Dokazte pro libovolné matice A € R™*" a B € R"*™ ze plat{
tr(AB) = tr(BA). (1)

Poznamenejme, ze také existuje velice hezka formule pro tr(CTD) v fe¢i Hadamardova mati-
cového soucinu o, coz je soucin po slozkach. Nyni uz je snadné dokazat, ze maticova podobnost
zachovava stopu a ze stopa je rovna souctu vlastnich ¢isel. Tedy stopa je vlastnosti linearniho
zobrazeni a nezédlezi na konkrétni volbé baze.

Uloha 12.2. Dokazte, Ze maticovd podobnost neméni stopu, tedy tr(SAS™1) = tr(A).
Uloha 12.3. Necht A1, ..., A, jsou vlastni ¢isla matice A. Dokazte, ze
tr(A) =M + -+ A\

Nakonec si ukazeme alternativni definici stopy, podobné jako jsme v tloze 8, kdy jsme cha-
rakterizovali determinant pomoci vlastnosti. Prekvapivé vyse popsané vlastnosti urc¢uji stopu
skoro jednoznac¢né. Aby byl popis jednozna¢ny, musime zvolit hodnotu stopy pro jednu z matic,
kterd ji ma nenulovou.

Uloha 12.4. Nechf f: R™ " — R je linedrni zobrazeni, které splituje vlastnost (1) a pro které
f(I) = n. Dokazte, ze potom f = tr.
Ndpovéda. Staci pochopit chovéni f pro matice E; j), které maji vSechny koeficienty nulové a

pouze jediny koeficient na pozici (7, j) roven jedné. To jsou vlastné vektory kanonické béze pro
prostor ¢tvercovych matic R"*". Staci tedy ukazat, ze f(E( ;) = tr(E ;)

Existuje pro stopu i néjakd péknd geometrickd motivace? O determinantu jsme si na cviceni
fekli, ze pocita transformaci objemu linedrniho zobrazeni. Piekvapivé stopa souvisi s touto mo-
tivaci, nebot popisuje derivaci determinantu, tedy lokaln{ zménu objemu v néjaké sérii transfor-
maci. Pfresnéji vztah popisuje Jacobiho formule.

Méjme néjakou sérii matic A(z), kde = € R, a kazdy z koeficientu je néjakd derivovatelnd

funkce x. Napifklad necht
__ [cosp —singp
(o) = <sin<p Ccos ) '

je série matic 2 x 2 reprezentujici rotace v roviné. Jacobiho formule fiké, ze

d ) dA
e det A(x) = tr (AdJ(A) : a) ,

kde posledni derivace je po ¢lenech a Adj(A) je adjungovand matice, jejiz koeficienty jsou tvorené
determinanty s vyskrtnutym i-tym fadkem a j-tym sloupcem (s piislusnym znaménkem).
Snadnym vypoctem pro R(p) zjistime, ze d%p det R(¢) = 0. To dévd smysl, nebot vSechny

matice rotace jsou ortogondlni a maji stejny determinant.



